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RESUMO

MELO, R. S. Simulacao em elementos finitos de lajes steeldeck, bubbledeck e
alveolar empregando técnicas de imersao. 2025. Dissertagao (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2025.

Com o desenvolvimento da engenharia e a constante busca por modelos construtivos mais
praticos e econdmicos, diversas alternativas a lajes convencionais de concreto armado tém
surgido. Dentre elas, destacam-se as lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar. Estes modelos
tém em comum a inclusao de diferentes elementos no concreto, sejam estes reforgos, que
contribuem para o desempenho contra esforgos, ou vazios, que otimizam o consumo de
material e o peso proprio. Partindo desta perspectiva e considerando a importancia de
modelagens numéricas para o estudo das estruturas, é proposta uma formula¢do numérica
em elementos finitos direcionada a estes trés tipos de laje, adotando elementos sélidos
para representar a matriz de concreto e utilizando técnicas de imersao para caracterizar
os demais componentes, sejam estes inclusoes ou exclusoes. A formulagao abrange as
nao linearidades geométrica e fisica, esta tultima sendo representada por um modelo de
dano continuo modificado para viabilizar a sua aplicacao nos exemplos selecionados. Para
implementar a formulagao, é desenvolvido um coédigo computacional. A validagao da teoria
e do cédigo desenvolvidos é realizada a partir da simulagao de experimentos consolidados

na literatura.

Palavras-chave: Concreto armado. Lajes steeldeck. Lajes bubbledeck. Lajes alveolares.

Modelo de dano para o concreto. Método dos elementos finitos.



ABSTRACT

MELO, R. S. Finite element simulation of steel deck, bubble deck and hollow
core slabs applying immersion techniques. 2025. Dissertacao (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2025.

With the advancement of engineering and the constant chase for more practical and
economical construction systems, various alternatives to conventional reinforced concrete
slabs have been popping up. Among those, steel deck, bubble deck and hollow core slabs
stand out. Those systems have in common the inclusion of elements in the concrete,
such as reinforcements, which contribute to the performance against loads, and voids,
to optimise material usage and self-weight. With this perspective and considering the
importance of numerical modeling to the study of structures, a numeric finite element
formulation directed to these three types of slabs is proposed, adopting solid elements
to represent the concrete matrix and using immersion techniques to characterise the
remaining components, be those inclusions or hollows. The formulation covers geometric
and physical nonlinearities, the latter represented by a continuous damage model that
is modified to make its application in the selected examples viable. To implement the
formulation, a computational code is developed. Validation of the developed theory and

code is performed with the simulation of experiments estabilished in literature.

Keywords: Reinforced concrete. Steel deck slabs. Bubble deck slabs. Hollow core slabs.

Damage model for concrete. Finite element method.
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1 INTRODUCAO

O concreto é um dos materiais de constru¢ao mais utilizados do mundo gragas a
fatores como seu baixo custo, boa trabalhabilidade e elevada resisténcia a compressao.
Porém algumas de suas caracteristicas menos favoraveis, como a baixa resisténcia a tragao
e 0 peso proprio elevado, tornam desejavel que se agregue ao concreto outros materiais que
supram estas deficiéncias, e que se pense em modelos construtivos que reduzam o volume

de concreto sem que haja grande impacto na resisténcia da estrutura como um todo.

Uma das composicoes de materiais mais utilizadas no Brasil e no mundo ¢é o
concreto armado, que combina a resisténcia compressiva e capacidade de isolamento a
intempéries do concreto com a elevada resisténcia a tragao do ago no formato de barras.
Vigas, pilares e lajes de concreto armado compoem de obras de pequeno porte a estruturas

monumentais ao redor do mundo.

Embora o setor da construcgao civil brasileiro seja bastante fiel aos métodos tra-
dicionais, outros modelos construtivos baseados no concreto tém sido aplicados com o
objetivo de proporcionar mais economia, praticidade construtiva, ou até mesmo viabilizar
determinadas solugoes para construgoes. Entre os modelos alternativos de concepcao de
lajes, destacam-se as lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar, selecionadas para estudo no

presente trabalho.

Presentes em edificagoes estruturadas em aco, as lajes steeldeck consistem em um
deck de ago coberto por concreto. O deck tem a dupla funcao de servir de forma permanente
para o concreto e prover resisténcia a tracao advinda dos momentos positivos atuantes
na laje. Outros elementos que podem estar presentes sao conectores de cisalhamento,

armaduras negativas e reforgos positivos adicionais (Figura 1).

Figura 1 — Esquema em 3D de uma laje steeldeck.

Concreto

Deck em aco

Conector Armadura negativa

Fonte: adaptado de Kim e Jeong (2010).

Ja em edificacoes baseadas em concreto armado, uma alternativa que vem se

popularizando sao as lajes lisas, que dispensam a necessidade de vigas para suporta-
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las. Para combater o empecilho da grande espessura de laje necessaria nestes modelos
estruturais, surgiram concepgoes otimizadas como as lajes bubbledeck. Estas lajes substituem

regides do concreto menos solicitadas por esferas de pléstico ocas, ou “bolhas” (Figura 2).

Figura 2 — Esquema em 3D de uma laje bubbledeck.

Concreto

Armadura
de pungio

Fonte: adaptado de Hashemi et al. (2018).

Utilizando do mesmo principio para reduzir o peso proprio, as lajes alveolares
possuem vazios que se estendem longitudinalmente. Um sistema comum que aplica este
principio é o de lajes alveolares pré-moldadas, produzidas por extrusao e geralmente
reforgadas com ago protendido (Figura 3), que atuam em conjunto com uma camada
superior de concreto moldado in loco. Porém, a introducao de alvéolos também pode ser
feita em lajes moldadas completamente in loco com o posicionamento, por exemplo, de

isopor ou canos de PVC na laje durante o langamento (Figura 4).

Figura 3 — Laje alveolar em processo de producao por extrusao.

Fonte: Cuenca e Serna (2013).
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Figura 4 — Laje com alvéolos criados por canos de PVC.

Fonte: Sahoo et al. (2023).

Com o crescente interesse nestes modelos, também é crescente a realizacao de
estudos na literatura investigando o seu comportamento, seja através de experimentos ou
de simulacoes numéricas. Para fins de modelagem numérica em elementos finitos, estes trés
tipos de laje tém algo em comum: eles podem ser pensados como uma matriz de concreto

com elementos nela imersos, sejam estes barras de ago, decks ou vazios.

Em elementos finitos, a imersao consiste em adicionar elementos a simulagao sem
criar novos graus de liberdade. Para isto, é criada a malha de uma matriz — para os fins
deste trabalho, a matriz sempre é o concreto —, e os elementos imersos sao convertidos em
contribuicoes positivas ou negativas a sua rigidez. Esta técnica é comum para a modelagem
de barras de ago, mas em geral, modelaria-se um deck adicionando novos graus de liberdade,
e regides vazias (exclusoes) seriam criados pela prépria geometria da malha. Aplicar a
imersao nestes casos implica na reducao do nimero de graus de liberdade do problema, e

além disso na simplificagdo do formato da malha quando aplicada a vazios.

Assim sendo, o presente trabalho se propoe a aplicar uma formulagdo numérica
baseada em elementos finitos para a andalise estatica de lajes steeldeck, bubbledeck e
alveolares utilizando elementos imersos. Sera feita a modelagem da matriz de concreto, e
os demais elementos — inclusoes e exclusoes — serao a esta associados por técnicas de

imersao.

A abordagem numérica adotada é o método dos elementos finitos posicional (MEFP),
uma variacdo do método dos elementos finitos (MEF) que utiliza as posigoes atuais dos
nos como variaveis ao invés dos deslocamentos. Esta adaptacao foi introduzida indepen-
dentemente por Bonet et al. (2000), para analisar estruturas de membrana infladas, e por

Coda e Greco (2004), visando a anélise de pérticos 2D.
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Aplicacoes do MEFP foram expandidas para trelicas espaciais (Greco et al., 2006),
cascas (Coda; Paccola, 2007), porticos 3D (Coda; Paccola, 2010), entre outros. Carrazedo e
Coda (2017) desenvolveram um elemento prismético de base triangular de qualquer ordem

para descrever vigas, placas e cascas.

Em contribui¢do ao método, Sampaio, Paccola e Coda (2013) introduziram o
conceito de imersao em elementos bidimensionais através de fibras (elementos de trelica),
que posteriormente foram aplicadas a elementos soélidos com a consideragao do descola-
mento por Paccola, Piedade Neto e Coda (2015). Félix (2022) aplicou exclusées em meio

bidimensional para representar o dano em estruturas de concreto.

Expandindo o conceito de imersao de elementos, Carrazedo, Paccola e Coda (2018)
agregaram elementos de membrana de face ativa para representar placas e cascas sanduiche
com nucleo honeycomb, possibilitando o posterior estudo dos modos de vibracao dessas
estruturas por Carrazedo et al. (2020). A membrana de face ativa consiste em um elemento
2D imerso coincidente com uma das faces do elemento prismatico, garantindo rigidez

adicional a matriz (Figura 5).

Figura 5 — Elementos de face ativa imersos em elementos prismaticos.

Elementos prismaticos

Faces ativas

Fonte: adaptado de Carrazedo et al. (2020).

A realizacao deste trabalho é amplamente baseada nas contribuigoes mencionadas.
Elementos prismaticos de base triangular (Carrazedo; Coda, 2017) sao utilizados para
representar a matriz de concreto em todas as lajes. Para os demais elementos das lajes
— barras de aco, deck e vazios — o conceito de imersao é aplicado. Além de elementos
de barra e planos, propoe-se também a imersao de elementos tridimensionais na matriz

prismatica.

Neste sentido, elementos de trelica ou fibras (Sampaio; Paccola; Coda, 2013)
representam as barras de reforco. O deck da laje steeldeck é representado por elementos
bidimensionais de membrana de face ativa (Carrazedo; Paccola; Coda, 2018). Introduzindo
a imersao de elementos tridimensionais, as bolhas da laje bubbledeck sao aproximadas

por elementos imersos hexaédricos com propriedades negativas, representando o vazio.



19

Pelo mesmo principio, os vazios da laje alveolar sao modelados com elementos prismaticos

1mersos.

Ademais, a formulacao é enriquecida com um modelo de dano para capturar a nao
linearidade fisica do concreto. O modelo selecionado foi o proposto por Mazars (1984).
Uma desvantagem deste modelo é a necessidade da calibracao de constantes sem significado
fisico. Para sana-lo e viabilizar as valida¢oes com exemplos da literatura que nao realizam
esta calibragdo, é utilizada uma modificagdo do modelo proposta por Arruda et al. (2022),

que o torna dependente de propriedades fisicas de facil aferimento.

A formulagao é validada através de sua implementac¢ao em um c6digo computacional
na linguagem de programagao Fortran® e comparacao dos resultados com estudos experi-
mentais e numéricos consolidados na literatura. A obtencao de exemplos para comparacgao
¢é fruto da revisao bibliografica acerca dos trés tipos de laje selecionados. Esta revisao é

apresentada na secao 1.2.

E importante salientar que o foco em apenas trés tipos de laje neste trabalho nio
significa que esta formulacao nao pode ser facilmente generalizada. A teoria desenvolvida
para lajes steeldeck pode ser aplicada para quaisquer estruturas reforcadas por chapas, e
as técnicas de imersao de exclusoes aplicadas a lajes bubbledeck e alveolares podem ser
adaptadas para vazios em geral. A selecao de tipos especificos de estruturas teve a mera

funcao de delimitar o estudo da literatura e facilitar a coleta de exemplos para validagao.

1.1 Objetivos

O objetivo geral do trabalho ¢é aplicar uma formulagao numérica por meio do MEFP
para a analise estatica de lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar empregando elementos
imersos e um modelo de dano continuo, e implementa-la em um coédigo computacional,

validando-a com exemplos experimentais e numéricos da literatura.

1.1.1 Objetivos especificos

Sao objetivos especificos do presente trabalho:

» fazer uma revisao bibliografica abrangendo estudos experimentais e numéricos das
lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar com o intuito de compreender o comportamento

esperado destas lajes e coletar exemplos para validacao;
o fazer uma revisao bibliografica sobre o MEFP com énfase em elementos imersos;
o fazer uma revisao bibliografica sobre modelos de dano continuo;

o especializar uma formulagdo em MEFP, adotando elementos unidimensionais, planos
e solidos, para a analise estatica de lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar com um

modelo de dano continuo para o concreto;
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o desenvolver e validar um cédigo de MEFP aplicando a formulacao aplicada.

1.2 Revisao bibliografica

Nesta se¢ao, é apresentada a revisao bibliografica realizada acerca de lajes steeldeck,
bubbledeck e alveolares. A revisao que abrange os demais tépicos estudados, a saber, o

método numérico e o modelo de dano, é abordada nos capitulos 2 e 3, respectivamente.

1.2.1 Lajes steeldeck

Os elementos bésicos da laje steeldeck sao a matriz de concreto e o deck de ago. Em
geral, a parte superior da laje é reforgada com barras de ago para resistir aos momentos
negativos. Outros elementos que podem estar presentes sao barras de reforco positivo e

conectores de cisalhamento (Figura 6).

Figura 6 — Elementos de uma laje steeldeck.

, Largwa, b |

Laje composita
Fora do plano J P

Longitadinal
Teansvereal /,— Conectot
// .
Espessura, I Ly—\\_ e Armadura negativa

— Concreto
\— Armadura de reforco
Deck de aco ¥

Comprimento, L

Fonte: adaptado de Gholamhoseini et al. (2014).

Mengoes da importancia da adesao entre o concreto e o ago para o bom funciona-
mento da laje datam do trabalho de Stark (1978). Patrick e Bridge (1994) confrontaram
os métodos de calculo de sua época, que ignoravam esta propriedade, e desenvolveram um

teste experimental que afere a performance da interface.

A modelagem do descolamento entre interfaces é recorrente em pesquisas numéricas.
Por exemplo, Abdullah, Paton-Cole e Easterling (2007) utilizaram técnica para modelar o
descolamento e o deslizamento independentemente entre si; Hossain, Attarde e Anwar (2019)
modelaram o escorregamento com técnica de penalizagao; Rios et al. (2017) propuseram
uma lei de escorregamento bilinear que pode ser descrita com apenas dois pares de

grandezas.

Gholamhoseini et al. (2014) ensaiaram lajes steeldeck a flexao e confrontaram os
resultados com modelos numéricos: um com adesao perfeita entre os materiais, e um

permitindo o escorregamento. Como visto na Figura 7, o modelo com adesao perfeita
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se torna pouco realista apds certo patamar de carga, superestimando a resisténcia da

estrutura & flexdo.

Figura 7 — Comportamento de uma laje steeldeck ensaiada a flexao.
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Fonte: Gholamhoseini et al. (2014).

No Brasil, o dimensionamento de lajes steeldeck é regido pelo Anexo N da NBR 8800
(Associagao Brasileira de Normas Técnicas, 2021). O critério de seguranga do cisalhamento
entre as interfaces apresentado pela norma é o método semiempirico m-k. Neste método,
m e k sao parametros que devem ser calibrados por ensaios especificos descritos pelo

Eurocode 4 (European Committee for Standardization, 2004).

Mello et al. (2024) realizaram simulagoes considerando os relevos presentes em
decks de aco presentes no mercado brasileiro. Foi observado que, quanto maior o coeficiente
de atrito, maior a influéncia da modelagem dos relevos em relagao a consideracao da chapa

lisa.

1.2.2  Lajes bubbledeck

O principio de construcao das lajes bubbledeck é apoiar esferas de plastico ocas
(bolhas) nos elementos de reforgo (barras de ago), efetivamente reduzindo o uso de concreto
no processo de concretagem. Funcionalmente se assemelham muito a lajes nervuradas,

com a diferenca que os vazios nao ficam expostos na parte inferior.

As bolhas tem a func¢ao de otimizar o consumo de concreto da laje, reduzindo o
peso em até 35% e preservando mais de 90% da capacidade resistiva a flexdo em relagao a
uma laje maciga. Porém a capacidade ao cisalhamento é reduzida consideravelmente (Teja
et al., 2012).
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Na Figura 8 é mostrado um esquema em planta de uma laje bubbledeck, com
destaque para a regiao do pilar, que ¢ desprovida de vazios por conta da concentracao de

tensoes devido a puncao.

Figura 8 — Esquema em planta de uma laje bubbledeck.
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Fonte: adaptado de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019).

Gragas a economia proporcionada, lajes bubbledeck e similares sao amplamente
estudadas na literatura. Por exemplo, Chung et al. (2010) ensaiaram estruturas unidirecio-
nais com vazios esféricos e elipsoidais; Ibrahim, Ali e Salman (2013) realizaram estudos
paramétricos experimentais em lajes bubbledeck, comparando o tamanho e a densidade
de distribui¢ao dos vazios esféricas; Chung et al. (2018) ensaiaram lajes com vazios em

formato de donut.

Simulagoes numéricas foram realizadas por autores como Teja et al. (2012), utili-
zando elementos de casca em que a regiao das bolhas é simplificada por se¢des transversais
de multiplas camadas; e Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019), utilizando modelagem

tridimensional e representando os vazios na prépria construcao da malha.

Em todos os estudos mencionados, foi aferido que lajes com vazios distribuidos tém
resisténcia a flexao similar, por vezes ligeiramente menor, a uma laje macica, atestando
que é seguro e viavel aplica-las em projetos, embora o padrao de ruptura seja em geral
menos ductil e merega maior atengdo. Como esperado, as simulagoes numéricas permitiram
observar maior prominéncia de tensoes de cisalhamento nas lajes com vazios em comparacao

a lajes macicas de referéncia.

Para reforgar a resisténcia ao cisalhamento, Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019)
estudaram introduzir chapas transversais na laje (Figura 9). Além de melhorarem a
performance & puncao, o padrao de ruptura observado nas lajes reforcadas foi mais ductil,

favorecendo a seguranca destas estruturas.
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Figura 9 — Chapas transversais de reforco a uma laje bubbledeck.
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Fonte: adaptado de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019).

Nao ha norma especifica para lajes bubbledeck no Brasil, sendo recomendado atender
as especificagoes para lajes nervuradas da NBR 6118 (Associagao Brasileira de Normas
Técnicas, 2023) no que diz respeito as dimensdes minimas das regides integras. De acordo
com Oukaili e Merie (2023), os cddigos normativos ao redor do mundo sdo, em geral,

baseados em leis empiricas e possuem discrepancias entre si.

1.2.3 Lajes alveolares

Pode ser chamada alveolar qualquer laje que possua vazios longitudinais, mas é
comum que se associe o termo as lajes alveolares pré-moldadas de concreto protendido.
Estas consistem em elementos pré-moldados vazados reforcados com armadura ativa que,
em campo, sao posicionados lado a lado e associados por uma camada de concreto moldado

in loco (Figura 10).

Figura 10 — Secao transversal de uma laje alveolar pré-moldada de concreto protendido.
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Fonte: adaptado de Girhammar e Pajari (2008).

As pecas pré-moldadas sao produzidas por extrusao, o que torna inviavel a inclusao

de reforgos transversais. Preocupagoes acerca da resisténcia ao cisalhamento destas lajes
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foram levantadas por Lin (1994) e Girhammar e Pajari (2008), que avaliaram os c6digos

normativos vigentes como insatisfatorios neste respeito.

Na literatura, diversos autores estudaram formas de mitigar esta limitagao. Girham-
mar e Pajari (2008) avaliaram que a capa superior de concreto possui influéncia significativa
direta contra o cisalhamento. Com andlises experimentais e analiticas, os autores iden-
tificaram um aumento de até 35% na resisténcia cisalhante da estrutura ao aumentar a
espessura da camada superior do concreto e refor¢a-la com fibras. J& Cuenca e Serna (2013)
propuseram a introducgao de fibras no concreto pré-moldado. A viabilidade de fabricacao
do concreto reforcado e os ganhos na resisténcia ao cisalhamento foram verificados pelos

autores com um extensivo programa experimental.

O dimensionamento de lajes alveolares pré-moldadas de concreto protendido é
regido no Brasil por norma especifica, a NBR 14861 (Associagao Brasileira de Normas
Técnicas, 2022).

Além desta modalidade especifica, lajes alveolares podem consistir em estruturas
de concreto moldado in loco com algum tipo de material imerso vazado ou pouco resistente,
como canos de PVC, de modo a criar vazios longitudinais no lancamento. Em geral, os
reforgos sao constituidos por armadura passiva nestes casos. Gul et al. (2020) destacam a
aplicabilidade deste tipo de estrutura em obras de baixo or¢camento, como em ambientes

rurais de paises economicamente desfavorecidos.

Diversos autores estudaram esta modalidade de laje alveolar. Wariyatno, Haryanto
e Sudibyo (2017) ensaiaram lajes com canos de PVC imersos e observaram um padrao de
fissuracao de cisalhamento, diferentemente das lajes macicas de referéncia que romperam a
flexdo. Kumar et al. (2022) realizaram estudos numéricos comparando diversos formatos de
secao para alvéolos — retangulares, elipticos, em donut e trapezoidais —, e concluiram que
o formato eliptico é mais eficiente tanto devido a melhor performance das lajes com vazios
deste formato como pela maior facilidade de manufatura. Sahoo et al. (2023) estudaram
introduzir fibras a lajes alveolares e aferiram, experimentalmente e numericamente, uma

melhora na performance aos esforgos cisalhantes.

1.3 Justificativa

A importancia de simulagoes computacionais nas Estruturas é justificada, primei-
ramente, pela praticidade e baixo custo em relacao a ensaios experimentais. Embora seja
indispensavel realizar ensaios para a calibragao de modelos numéricos, uma vez que se
tenha um modelo suficientemente confiavel, muitas analises podem ser realizadas por
simulagoes. Além disso, simulagées numéricas permitem analisar o comportamento das
estruturas em maiores detalhes, como pelo aferimento de valores da tensao em pontos

especificos, por exemplo.
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Neste ambito, o presente trabalho propoe uma alternativa para a simulagao numérica
de tipos de laje que tém tido crescente aderéncia na construcao civil. A aplicacao do MEFP
em conjunto com técnicas de imersao e um modelo de dano continuo regularizado é, até
onde vai o conhecimento do autor, inédita para a modelagem de lajes steeldeck, bubbledeck

e alveolares.

A selecao do MEFP em detrimento do MEF posicional é tanto devido a sua
simplicidade como a sua abrangéncia natural a nao linearidade geométrica das estruturas.
Ja a proposicao de elementos imersos para a modelagem de chapas metalicas e vazios,
embora espere-se que traga algumas limitagoes, proporciona eficiéncia computacional
gracas & reducdo do nimero de graus de liberdade e simplificacdo da malha. E importante
que se estude quao vantajoso ¢ aplicar esta técnica. Em todo caso, as técnicas e aplicagoes

realizadas no presente trabalho abrem o caminho para futuros aprimoramentos.

Finalmente, a escolha pela elaboracao de um coédigo computacional proprio em
detrimento do uso de softwares comerciais proporciona maior controle sobre todos os

aspectos tedricos e computacionais das simulacoes realizadas.

1.4 Estrutura do trabalho

No capitulo 2, sao descritos em detalhes todos os desenvolvimentos do MEFP
necessarios para a presente pesquisa. No capitulo 3, é discutida a modelagem da nao
linearidade fisica do concreto, com énfase no modelo de dano continuo aplicado neste
trabalho.

No capitulo 4, a estrutura do cédigo computacional é apresentada, dando destaque

as principais nuances do algoritmo.

No capitulo 5, sdo apresentados e discutidos os resultados das simulacoes realizadas
para a validagao deste trabalho. Por fim, as conclusoes e perspectivas para futuros trabalhos

sao discorridas no capitulo 6.
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2 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Neste capitulo, sao apresentados os principios basicos do MEFP aplicado a elementos
solidos de maneira direcionada a elaboracao de um cédigo computacional. Todo o capitulo
é amplamente baseado em Coda (2018). A formulacdo adotada é em descri¢ao Lagrangiana

total, ou seja, baseada na configuragao inicial.

O método parte da descricao de um elemento em suas coordenadas iniciais, z;, e
atuais, y;, sendo o indice i correspondente as dire¢oes cartesianas (no espago tridimen-
sional, i = 1,2, 3). E conveniente pensar também em uma terceira descri¢ao, o espago
adimensional &;. Os trés sistemas transitam entre si como representado na Figura 11, na

qual é representado um elemento prismatico de base triangular.

Figura 11 — Mapeamento de um elemento prismatico.

f.A

Fonte: Carrazedo et al. (2020).

A funcao f ¢é chamada func¢ao mudanca de configuracao, e é responsavel por levar
o corpo — ou em termos de elementos finitos, o elemento — da sua configuracao inicial
By a sua configuracao final B;. As fungdes ]Fo e fl, de maneira analoga, levam o elemento
adimensional as configuracdes inicial e final, respectivamente. E possivel descrever a funcao

f como uma composicao de f! com a funcdo inversa de f*:

f=Fe(f™ (2.1)

Vale destacar que, como f° e f! sdo fun¢oes no dominio adimensional que levam

um ponto ao dominio real, estas se confundem com as préprias coordenadas no dominio
real, isto éa fio(£17527€3) =T; € fil(é-la 627 53) = Yi-.

Além das func¢oes mudanga de configuragao, sao definidos os seus gradientes em

relagao as coordenadas no sistema adimensional:
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De forma analoga as fungoes em si, o gradiente da fungao f, A, pode ser definido

a partir dos gradientes A e do inverso de A° da seguinte forma:

Ay = A;Llegj (2.3)

em que D° = (A%)~!.

Para o estudo de tensoes e deformagcdes de um corpo, é indiferente conhecer a forma
de f, bastando que se conheca a forma de A, seu gradiente. Embora quaisquer termos
constantes que possam existir em f sumam nas derivacoes, tais termos s sao capazes de
causar deslocamentos de corpo rigido, que nao provocam solicitagoes internas, ou seja, nao

causam deformagdes e tensoes.

2.1 Funcodes aproximadoras

O principal fundamento de um método de elementos finitos é transformar um
problema continuo — como um problema estrutural — em um problema discreto. Assim,
abre-se mao de buscar descrever todo o dominio, e se busca conhecer apenas alguns pontos,

os “noés”, de modo que restante do dominio é descrito por fungoes aproximadoras.

Em um dominio unidimensional definido pela coordenada &, cujos nés sao &1, €2, .. .,
£n=1 €™ (os indices sobrescritos nao indicam poténcia), a forma mais simples de aproximar

o dominio é através dos polindomios de Lagrange (®;), que sao definidos por:

nog_gi
0u(9) = [T i # & (2.4)
i=1

Se os polindmios sdo avaliados nos préprios nés, nota-se facilmente que ®(¢%) =1

e (&%) = 0 se k # 1. Além disso, em todo o dominio ocorre a propriedade da partigdo da
unidade, isto é, > | P = 1. E possivel observar estas duas propriedades na Figura 12,
em que o comportamento dos polindmios de Lagrange para alguns graus de aproximacao é
ilustrado. Note que o grau necessario dos polindmios é n — 1, ou seja, sao necessarios pelo
menos polindmios lineares para abranger dois nés, ctibicos para quatro nés e assim por

diante.

Uma grandeza genérica f com valores nodais F'* conhecidos pode ser aproximada

no restante do dominio pela seguinte expressao:
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Figura 12 — Polinomios de Lagrange para n =2 e n = 4.
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Fonte: o préprio autor.

£(6) ~ D) F* (2.5)

Confere que os valores da grandeza estao satisfeitos nos nés, e no restante do
dominio é feita uma ponderacao dos valores nodais de acordo com a sua proximidade do

ponto desejado.

Em um dominio de duas dimensoes, embora seja possivel trabalhar com duas familias
de polinomios de Lagrange para gerar elementos retangulares, elementos triangulares se
mostram mais vantajosos por sua melhor adaptacao a geometria dos sélidos. Na Figura 13,
elementos triangulares de ordem linear, quadratica e cibica sao apresentados. Os elementos
estao contidos no dominio 0 < & <1 —& e 0 <& <1 e, para maior praticidade, os nés

formam uma malha igualmente espacada em ambas as diregoes.
Figura 13 — Elementos triangulares de aproximacao linear, quadratica e ctbica.
&2 3} &2

Py Fs

P Py

Fonte: o préprio autor.
As fungoes aproximadoras destes elementos sdo polinémios completos (simbolizados

por @) cujos coeficientes sao de simples obtencao. No caso quadratico, por exemplo, as

funcoes aproximadoras tém a forma:

(&1, &) = cr1 + k2 + crséo + Ck4512 + cis&iéo + Ckﬁ’fg (2.6)



30

Pela definigao de fungoes aproximadoras, @i (Pr) = 1 e pr(P;) = 0 se k # i. Aplicar

estas condi¢des na Equacao 2.6 resulta no seguinte sistema:

cin ¢z a3 ¢y ¢ ae| |11 1 1 1
Co1 Coo Co3 Cog Co5 Cogl |0 0,6 1 0 05 0
C31 C32 C33 C34 C35 C36| |0 0 0 05 05 1 ' (2 ' 7)
Ca1 Cqo0 C43 Caqa Ca5 Cg6| |0 025 1 0 0,25 0O
Cs1 Cs2 Cs3 Csa Cs5 Cse| (O O 0 0 025 0
Co1 cor s Cor Cos coo) [0 0 0 025 025 1

ou CP = I. Portanto, seja para este caso ou para qualquer ordem de aproximagao, a
matriz de coeficientes C' dos polindmios aproximadores de uma base triangular pode ser

obtida por:

CcC=pP"! (2.8)

em que P é uma matriz que depende das coordenadas &; e & dos nés do elemento.

Conhecidas formas de aproximar um dominio bidimensional triangular e um dominio
unidimensional, é possivel combina-los para formar um elemento tridimensional na forma

de um prisma de base triangular, como o da Figura 14.

Figura 14 — Elemento prismatico no dominio adimensional.

€s
&2

\ 6

Fonte: o préprio autor.

Seja o dominio da base formado pelas coordenadas &7 e & e a altura pela coordenada
&3, podem ser obtidas fungdes de forma para um elemento prismatico (simbolizadas por

¢y) a partir do produto de polindmios de Lagrange por polindémios de base triangular:

Dr(1,62,€3) = Pal1,62)Ps(E3) (2.9)

Na Equagao acima, se m é o numero de nés da base triangular e n, o nimero de

divisdes na altura, a =1,...,me =1,...,n, o que totaliza m - n fungdes de forma.
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A Equacao 2.5 também vale para aproximar o valor uma variavel genérica em
qualquer ponto do dominio de um elemento prisméatico por valores nodais com o uso das
fungoes ¢. Também é possivel partir deste principio para aproximar a propria geometria
do elemento. Sendo assim, as coordenadas iniciais z; e atuais y; podem ser expressas em

fungao das coordenadas nodais XF e Y;* da seguinte forma:

z; = dr(€1, &, E3) XF (2.10a)

yi = on(&1, 62, &5) Y (2.10b)

No presente trabalho, todos os elementos desenvolvidos possuirao aproximacao
cubica em todas as dire¢oes, com excecao dos elementos de trelica, cujo grau de aproximagcao
serd linear. Esta escolha é feita pois uma teoria quadratica de deslocamento nao consegue

descrever adequadamente a distribuicao do cisalhamento (Vanalli; Paccola; Coda, 2008).

A matriz de concreto sera representada pelo elemento prismatico de base triangular

da Figura 14, que é constituido por 40 nos.

2.2 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

Do gradiente da fungdo mudanca de configuragdo A, descrito na Equacao 2.3, é
possivel derivar uma medida de deformacao que, diferentemente da deformacao linear,
é apropriada para corpos moderadamente deformados e sob grandes rotagoes (isto serd

detalhado ao fim desta segao): a chamada deformagao de Green-Lagrange, L:

1

em que d;; ¢ o delta de Kronecker (correspondente a matriz identidade em notacao

matricial), definido por

1 sei=y

0 sei#j

E possivel derivar um modelo constitutivo andlogo a lei de Hooke para L. Para
tal fim, é introduzido o seu conjugado energético, uma grandeza chamada de tensor de

tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S):

Ou,

oL, =S (2.13)

em que u, ¢ a energia especifica de deformacao, cuja segunda variagao resulta no chamado

tensor constitutivo elastico tangente (€, ou em notacao indicial, Cji):
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0%u,

_C. 2.14
OLi; Ly gkl (2.14)

O modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK) define a energia especifica

de deformacao como:

1
Ue = iLijCijlekl (215)

Aplicando esta definicao na Equacao 2.13, chega-se a:

Sij = Cijlekl (2.16)

Embora o tensor € tenha 81 componentes no espaco tridimensional, as simetrias
do tensor L e das derivadas da Equacao 2.14 reduzem para 21 o ntimero maximo de

constantes independentes possiveis em um material anisotrépico geral.

Para os materiais estudados neste trabalho é feita a consideragao da isotropia,
isto é, o comportamento do material é o mesmo em todas as direcoes. Esta consideracao
reduz para 2 o numero de constantes constitutivas independentes. Em notacao de Voigt, a

relacdo entre deformagoes e tensoes pode ser expressa da seguinte forma:

Ly 1 —v —v 0 0 Si1
Loo —-v 1 —v 0 0 0 S99
L33 _ 1|—v —v 1 0 0 Ss3 (2.17)
Los El0o 0 0 1+v 0 0 Saz
L3 0 0 0 0 1+v O Si3
Lo 00 0 0  1+v S12

em que E e v sao, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente
de Poisson do material. E de maior interesse para os desenvolvimentos conhecer as tensoes

a partir das deformacoes. Logo, apresenta-se a relagdo reciproca:

S11 l—-v v v 0 0 0 Ly
Sa2 v 1l—-v v 0 0 0 Lo
533 _ FE 14 14 1—v 0 0 O L33 (218)
Sog 1+v)(I—=2v)| 0 0 0 1—-2v 0 0 Lo
S13 0 0 0 0 1-2v 0 L
S12 0 0 0 0 0 1—2v L1
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Coda (2018) demonstrou a consisténcia da medida de deformacao de Green-
Lagrange para corpos sob rotagoes de corpo rigido, o que nao ocorre com a deformacao

linear. Porém, destaca é necessario atencao a grandeza das deformacdes.

Inconsisténcias para valores elevados de deslocamento podem ser demonstradas
facilmente no caso unidimensional, em que tensoes sdo consideradas apenas na dire¢ao 11
(esta particularizacao serd desenvolvida em detalhes na segao 2.6.3 para elementos imersos
de treliga). Se [y e [ s@o os comprimentos inicial e atual de um elemento unidimensional e

v = 0, o modelo constitutivo toma a forma:

E [1?
Sn - EL11 = - T 1 (219)
2 \y
Da expressao, é possivel aferir que, se S;; = —E/2, o comprimento atual vai a zero,

e ainda, se S1; < —FE/2, o comprimento se torna negativo, ou seja, o material se inverte.
Isto demonstra que o modelo de SVK permite a degeneracdo do material para valores
de tensao compressiva finitos e, portanto, sua aplicacdo deve ser limitada a deformacoes

moderadas.

2.3 Estacionariedade da energia mecanica

Na maior parte dos problemas estruturais, o que se busca ¢é a posicao de equilibrio
do corpo. Portanto, parte-se na formulacao do principio da estacionariedade da energia
mecanica, que diz que a posicao de equilibrio de uma estrutura ocorre quando a variacao

do potencial de energia mecanica ¢é nula.

Em um problema estatico, a energia mecanica total de uma estrutura pode ser
dividida em duas parcelas. A primeira delas é a energia devido as forcas externas, sendo
admitidas forcas de volume, de superficie e, no contexto de elementos finitos, forcas
concentradas atuando sobre os nés. Em uma malha de elementos finitos, o efeito de
forcas de volume e de superficie sempre ¢ distribuido para os nés, o que é equivalente
a converté-las em forcas nodais. Por esta razao, apenas forgas nodais sdo consideradas
diretamente na formulagao. Sendo assim, a energia correspondente ao vetor das forcas

externas F aplicadas sobre os graus de liberdade Y tem a seguinte forma:

P=-FYF=-F)Y, (2.20)

Por sucintez, sempre que possivel, os indices i, da dire¢ao, e k, do no, serdo
substituidos por um tnico indice a que engloba todos os graus de liberdade. Em dominios

tridimensionais, vale a correspondéncia o« = 3k + ¢ — 3.



34

A segunda parcela da energia mecanica é a energia de deformagao, que é a integragao
no volume da energia especifica de deformacao (Equacao 2.21). Devido a formulagao ser

em descricao Lagrangeana total, a integracao é realizada sobre o volume inicial (}).

U= | wu.dV (2.21)
Vo
O potencial de energia mecénica total (IT) para o caso estatico é, portanto, a soma

das duas parcelas:

I=P+U (2.22)

Pelo principio da estacionariedade, uma pequena variagao arbitraria no potencial
de energia mecanica total (JII) deve valer zero no equilibrio. Esta variacdo pode ser

ocasionada por uma pequena variagdo arbitraria da posi¢do atual dos nés (0Yy,):

oIl
ol = —0Y,=0 2.23
Y. (2.23)
Como a variagao 0Y, é arbitraria e, portanto, pode ser nao nula, a derivada do
potencial sobre Y, deve ser nula para que a Equacao acima seja satisfeita. Substituindo as

Equacgoes 2.20 e 2.21 na derivada, obtém-se:

Ou,

—F,
* Vo 0Y5,

dV =0, (2.24)

Para que se possa omitir a variacdo do termo F,, é feita a imposicao de que as forcas

externas sao invariaveis com a posicao atual, sendo denominadas forgas conservativas.

Pela regra da cadeia, a derivada de u. pode ser manipulada explorando a sua

dependéncia pela medida de deformagao L:

8ue 8ue 8L”

= 2.25
Y, 0L;; 0Y, ( )
Substituindo na Equacao 2.24 e aplicando a Equacao 2.13, chega-se a:
_E, / i gy 2.2
+ [ Sy 8Y V =0, (2.26)

Com andlise dimensional, pode-se aferir que as Equagoes 2.26 (com indice livre «
correspondente a quantos forem os graus de liberdade do problema) se tratam de equilibrios

de forcas, sendo comum denominar o termo integral como “forgas internas”.
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2.4 Método de Newton-Raphson para solucdo de sistemas nao lineares

Do sistema de equacoes em 2.26, sao dados de entrada as forgas externas F, e
incognitas as posicoes atuais Y, que estao contidas nas forcas internas. Esta dependéncia

pode ser explorada substituindo as Equacgoes 2.16 e 2.11 no integrando:

S

OLi; OL; 1 1 (0A,; A,
Y, 2

i—— = L Criij —(ApkAmi — 0x1) Criii= | = An; + Ani—— 2.27
9y, Kl Crlij (A A i) Crti 2 \ oy, ™ + oY, ) ( )
Aplicando as Equagoes 2.3, 2.2 e 2.10b, o termo A,,; toma a forma:

~ OYm

d¢
— 0 _ yp P
ago Dok Y,

A
. ™ oE,

D%, (2.28)

Fica evidente a presenga de um termo de Y em cada termo das matrizes A. Como
na Equacao 2.27 ocorrem os produtos A,z A An; € Ak AmiAyi, ocorrem produtos de trés
termos de Y com indices distintos. Demonstra-se assim a nao linearidade do sistema de

equagoes e a necessidade de um método adequado para a sua solugao.

E selecionado o método iterativo de Newton-Raphson. Este método parte da
imposicao de uma solugao tentativa Y* nas Equacoes 2.26. Evidentemente, se a posicao
tentativa nao for a posicao solucao, o sistema nao resultard em zero, mas em um vetor ¢,

chamado vetor de desbalanceamento:

8Lz-j
—Fa+ (/VO Sy5y dV)

Naturalmente, o vetor de desbalanceamento deve valer zero na solucao Y. O vetor

= ga(Y) (2.29)

v;

nesta posicao é expandido na vizinhanca da solugao tentativa, resultando em:

09a
Y3

9a(Ys) = ga(Y) + AYs + O (Y]) = 04 (2.30)

vy

em que AY, chamado de vetor de correcao da posicao, é a diferenca entre a posicao solugao
e a posicao tentativa. Uma resposta aproximada pode ser alcangada se os termos de ordem
superior 02 sio desprezados. O método de Newton-Raphson consiste na imposi¢ao desta

aproximacao como uma igualdade, ou seja:

0Ga
(V) + D Ay, — o, 2.31
g(w)+ayﬁy; B (2.31)
O termo matricial dg,/0Ys é comumente chamado de matriz hessiana (H). Assim,

a correcao da posicao é calculada por:
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AYs = ~ga (V) H 3 (V) (2:32)

Y

Encontrado o vetor de corregao, a posicao tentativa é atualizada:

Y e Y+ AY (2.33)

Evidentemente, com a omissao dos termos de ordem superior, nao ha garantia que
AY levard Y* a posicao solugao. Logo, deve ser realizado um processo iterativo entre as

Equacgoes 2.32 e 2.33 até que a solucao seja satisfatéria.

Um critério para inferir que a posicao solugao esta préxima é se a grandeza de AY
for muito inferior a grandeza do problema, que pode ser mensurada pela norma do vetor de
posicoes inicial. Em c6digos computacionais, geralmente é informada uma tolerancia, e o

processo iterativo é realizado até que esta seja superior ao valor numérico de |AY[|/[| X].

2.5 Quadraturas de Gauss-Legendre e Hammer para integracées numéricas

Devido a sua natureza Lagrangiana total, a formulagao exige o calculo de algumas
integrais sobre o dominio inicial da estrutura, como no termo das forgas internas (Equacao
2.29). Uma vez que as fungoes de forma estdo no dominio adimensional &;, o dominio de

integracao deve ser compatibilizado.

Uma integral de uma funcao genérica f(y) sobre o volume inicial do elemento

prismatico, por exemplo, deve ser reescrita como:

/Vof(yi>dv = /11 /01 /01£2f(§i)°]0(§i)d§1 de, dés (2.34)

em que o jacobiano da transformagao (Jy) é simplesmente:

Jo = det(A?) (2.35)

Revisitando o detalhamento do integrando do termo da forga interna (Equagoes 2.27
e 2.28), fica evidente que ocorre o produto de diversos termos com a derivada das fungoes
de forma. Realizar a integral de todas as combinagoes de fungoes de forma de maneira
analitica seria, além de complexo, muito pouco pratico. Por este motivo, as integracoes sao
realizadas através de regras de quadratura, que sao métodos numéricos que aproximam
uma integral definida em um determinado dominio por uma soma de avalia¢oes da funcao

em pontos especificos multiplicada por pesos (Davis; Rabinowitz, 1984).

A quadratura de Gauss-Legendre, por exemplo, vale sobre o dominio unidimensional

[—1; 1] e aproxima uma integral de uma fungao genérica g(§3) da seguinte forma:
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/_11 9(&s) d€ ~ ig(ﬁé)w; (2.36)

em que w; sao os pesos de Gauss-Legendre e n, é o nimero de pontos adotados para a
aproximagao. A quadratura de Hammer (Hammer; Marlowe; Stroud, 1956) atua de forma
similar para dominios bidimensionais triangulares contidos entre os pontos (1,0), (0,1) e
(0,0), de modo que a integral de uma fungao genérica h(&;,&;) sobre este dominio pode

ser aproximada da seguinte forma:

[ [ ne g ~ Zh (2.37)

em que wy, $30 os pesos de Hammer e ny, é o nimero de pontos adotados para a aproximagao.

Conhecendo essas duas quadraturas, a integral ilustrada na Equacao 2.34 pode ser

realizada numericamente da seguinte forma:

g np

J fE&av =303 1(6.8.6) (e 8. 6ujuw (2:38)

i=1j=1

A precisao da aproximagcao da integral esta diretamente relacionada a quantidade de
pontos e pesos adotada para cada uma das quadraturas. Na quadratura de Gauss-Legendre,
a aproximacao tem valor exato se a fungao for um polinémio de grau igual ou inferior a
2n, — 1 (Davis; Rabinowitz, 1984). Portanto, n, = 2 é suficiente para aproximar funcoes
de forma cubicas em £3. J4 na quadratura de Hammer, foi observado que n, = 7 pontos

aproximam a integragao das fungoes de forma cibicas em &; e & de forma satisfatoria.

Como mencionado anteriormente, o grau de aproximacao ctbico é adotado para
todos os elementos bidimensionais e tridimensionais neste trabalho, enquanto os unidi-
mensionais sao lineares. Portanto, para todos os casos, ny = 2 e nj, = 7 seriam suficientes.
No entanto, isto implicaria para os elementos prismaticos de base triangular em haver
menos pontos de integracao (14) do que nés por elemento (40). No pés-processamento,
os valores das tensoes sao aproximados nos nos a partir dos calculados nos pontos de
integracao. Para melhor condicionar este processo, adotou-se n, = 4 e nj, = 12, de modo

que os elementos prismaticos contam com 48 pontos de integragdo no total.

Nas Tabelas 1 e 2, sdo dispostos os pontos e pesos referentes aos processos numéricos
de integracao que foram gerados de acordo com procedimentos das referéncias (Hammer;
Marlowe; Stroud, 1956; Davis; Rabinowitz, 1984) para os nimeros de pontos de integragao

ng e ny adotados.
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Tabela 1 — Pontos e pesos de integracao de

Gauss-Legendre (n, = 4).

1 & w;

1 —0,339981 0,652145
2 0,339981 0,652145
3 —0,861136 0,347854
4 0,861136 0,347854

Fonte: Davis e Rabinowitz (1984).

Tabela 2 — Pontos e pesos de integracao de Hammer (ny, = 12).

i & & wi,

1 0,501427 0,249287 0,058393
2 0,249287 0,249287 0,058393
3 0,249287 0,501427 0,058393
4 0,873822 0,063089 0,025422
) 0,063089 0,063089 0,025422
6 0,063089 0,873822 0,025422
7 0,053145 0,310352 0,041426
8 0,310352 0,636502 0,041426
9 0,636502 0,053145 0,041426
10 0,310352 0,053145 0,041426
11 0,636502 0,310352 0,041426
12 0,053145 0,636502 0,041426

Fonte: Hammer, Marlowe e Stroud (1956).

2.6 Técnicas de imersao

A imersao consiste em uma técnica de inclusao de elementos no problema sem a
adicdo de novos graus de liberdade. Os elementos que de fato possuem graus de liberdade
sao chamados de elementos de matriz, que neste trabalho representam o concreto das lajes,

modelado por elementos prismaticos de base triangular.

O efeito dos demais elementos através da imersao é efetivado pela inclusao de sua
contribui¢do em elementos de matriz, proporcionando a estes um acréscimo (ou redugao)
na sua rigidez — ou, efetivamente, na sua contribuicao para o vetor de forcas e matriz
hessiana globais. Além disso, com a consideracdo da adesao perfeita, os elementos imersos

se deslocam em conjunto com os elementos de matriz dos quais fazem parte.
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No caso de elementos de inclusao, utilizados por exemplo para representar os decks
de aco, a consideragao da imersao dispensa a necessidade de introduzir estes elementos
como graus de liberdade avulsos. Ja para exclusoes, a imersao permite a simplificagdo da

malha da matriz, pois esta nao precisa se acomodar a geometria dos vazios.

2.6.1 Incidéncia de nés imersos independentes

Os elementos imersos podem ter nds coincidentes com nés de matriz, como é o caso
dos elementos de face ativa, mas nos demais casos seus nés sao independentes. E o caso,
por exemplo, do elemento de fibra imerso ilustrado na Figura 15, em que cada um dos nos

independentes estd imerso em um dos elementos destacados.

Figura 15 — Elemento de fibra imerso em elementos de matriz.

Fonte: o préprio autor.

Ressalta-se que a fibra possui baixa discretizacao na figura para demonstrar que
0s noés sao responsaveis pela distribuicao da rigidez. Em problemas reais, busca-se que
existam noés em todos ou, pelo menos, na maioria dos elementos em que o elemento imerso

esta presente, o que é alcancado por uma melhor discretizacao da fibra.

A ocorréncia de nés independentes exige que se identifique a qual elemento de

matriz cada n6 imerso pertence através de um algoritmo que ¢ detalhado a seguir.

O primeiro passo, eliminatorio, é verificar se o n6 esta envolto em uma regiao
esférica que contém o elemento de matriz em verificacdo. O centro desta esfera, cujas
coordenadas sao X, é calculado pela média das coordenadas das arestas do prisma, e o
seu raio r é a distancia do centro a aresta mais distante. Adota-se ainda uma tolerancia
de 5%. Assim, o né independente, cujas coordenadas sao X;, é dito possivelmente imerso

no elemento de matriz se:

S XS~ X)? < (L05r)? (2.39)
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O segundo passo é encontrar o valor das coordenadas adimensionais do né indepen-
dente, denominadas &;, no sistema adimensional do elemento de matriz candidato. O né é
dito imerso no elemento se suas coordenadas pertencerem ao dominio do prisma, isto é,
0< 51 <1-— 6_2, 0< 52 <le-1< 53 < 1. Caso contrario, outro elemento de matriz deve

ser investigado.

Recupera-se a Equacao 2.10a para aproximar as coordenadas do né da fibra no

sistema inicial, X;, em funcio das coordenadas do elemento prismdtico, XF:

X@' = ¢k(€17§27g3>xik (240)

ou, matricialmente:

Xl Xll X12 Xn ! XIL ¢2(§1a£27€3) 0
Xop— | X} X2 ... X2t Xy : =30 (2.41)
X3 X?} X32» X'ﬂ ! Xgl ¢n—1(€17€27£3) 0

an(gla 527 53)

ou X — X o¢(&,£,&3) = 0, um sistema de equagodes cujas incognitas sao &, & e &. Devido
a presenca de termos nao lineares nas fungoes de forma em §&;, faz-se necessario um método

de solucgao para sistemas de equagoes nao lineares.

E adotado o método de Newton-Raphson, discutido na Se(;ao 2.4. Reahzando
desenvolv1mentos andlogos, o sistema a ser 1terado tem a forma A§ = —g(f*) 1(ét*),
em que § ¢ o vetor de solucao tentativa e A§ é¢ o vetor de correcao da solugao. O
ponto de partida da solugao tentativa é 5* = (0,5;0,5;0), o centro do prisma. H e § sdo

explicitamente:

Hy = g?fxf (2.42a)
J
g9i = Xi — ou X} (2.42b)

O critério de aceitagdo da solucdo de sistema é que a tolerancia seja superior ao
valor de || A¢]|/|I€]], em que € contém as coordenadas nodais adimensionais do elemento.

Para este processo iterativo, neste trabalho adotou-se uma tolerancia fixa de 107°.

2.6.2 Contribuicao de elementos imersos com nés independentes

Assim como os elementos de matriz, os elementos imersos também possuem uma
energia de deformacao associada, denominada U. A contribuicao destes elementos sobre um

elemento de matriz se da pela adicao desta parcela no seu potencial de energia mecanica
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total. Disto e do principio da estacionariedade da energia mecénica (Equagao 2.26), decorre

o seguinte equilibrio de forcas:

ou  oU
_Fky T Tk 2.43
A parcela da energia de deformacao do elemento de matriz (0U/ 8}7) ja foi descrita
de forma explicita na Equacao 2.26 e nao sera desenvolvida aqui. Na parcela associada
ao elemento imerso, considera-se a contribuicao de um tnico né de uma imersao com
coordenadas Y. Com a regra da cadeia, a relacdo entre o né imerso e os nés do elemento

de matriz é explorada da seguinte forma:

oU _ 0U oy
oYk oy, oy

1

(2.44)

A derivada 0U/JY corresponde a parcela de forcas internas do né imerso. Para o
outro termo derivado, é necesséario expressar Y em termos de Y, o que pode ser feito pela

Equacao 2.40:

Y, = @Y} (2.45)

Com isto, e realizando algumas operacoes indiciais, 9Y/ dY resulta em:

oY; oY}
oyt = PiayE = @il = Gl (2.46)

Portanto, o vetor de desbalanceamento g de um elemento, que se iguala ao equilibrio

de forcas da Equagao 2.43, tem a seguinte forma completa:

ou 90U
g Tk 2.4

Seguindo o mesmo principio, a matriz hessiana de um elemento com imersoes,

correspondente a g/ 817, toma a forma:

LT avEaY gy, \ oYy

Aplicando, novamente, a regra da cadeia sobre o termo U/ 8}7, tem-se:

oU  oU oY,
oY 9y, oY

(2.49)
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Segue que 8?/ dY vale:

Y,

oV = On0mi (2.50)

Efetuando as substituicoes, a hessiana do elemento tem a forma completa:

0*U 9*U
HEn = + —=—= 2.51
i oYFOY™  0Y;0Y, P (2:51)

em que 92U /Y2 corresponde & hessiana do elemento de matriz, e 82U0/0Y 2,  contribuicdo

da hessiana do né imerso.

Para elementos sobre os quais incidem multiplos nds imersos, basta adicionar
as Equacoes 2.47 e 2.51 quantas parcelas 6@/8)7 e 0°U/ Y2, respectivamente, forem

necessarias.

Note que as forcas internas e a matriz hessiana dos nés imersos decorrem do calculo
dos elementos imersos como um todo, embora sua contribuicdo seja expressa n a né nesta

secao.

2.6.3 Elementos imersos de trelica

Elementos de trelica podem ser compreendidos como uma particularizacao de
elementos tridimensionais em que apenas a dire¢ao 11 esta sujeita a tensoes. Se o efeito de
Poisson é desprezado, deformacgoes também atuam exclusivamente na dire¢ao 11. Aplicando

estas condigoes na Equagao 2.17, decorre que o modelo constitutivo é resumido a:

SH = ELH (252)

em que F é o médulo de elasticidade do material.

Assim sendo, para esta formulacio é possivel se desprender dos indices direcionais,
bastando denominar S;; = S e Ly; = L. Também é suficiente trabalhar em um dominio

adimensional unidimensional, sendo adotado —1 < ¢ < 1.

Inicialmente, admite-se que os dominios inicial e atual também sao descritos em
sistemas unidimensionais, respectivamente, pelas variaveis x e y. Particularizando as
Equagdes 2.11, 2.3 e 2.2 para este caso, a deformagao de Green-Lagrange toma a seguinte

forma:

1| [/ayoc\?
r-! [(85(%) N 1} (2.53)
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Em um elemento unidimensional de grau linear, isto é, descrito por apenas dois
nos, a fungao (f°)~1 = £(x) é de simples descrigao a partir das coordenadas iniciais dos
nés X! e X2, ou ainda, a partir de X' e [p = X? — X!. O mesmo se aplica para f! = y(€),
facilmente descrita pelas coordenadas atuais Y! e Y2, ou ainda, Y e l = Y2 — Y!. Essas

fungoes tém a forma:

fr)=“(z—XYH—1 (2.54a)

y(§) = ;(f +1)+Y! (2.54b)

de modo que as derivadas da Equacao 2.53 podem ser efetuadas, resultando em:

L= L(ir 1 (2.55)

2\ 72 '
Embora o artificio das coordenadas unidirecionais x e y permita que se derive
facilmente a deformacgao de Green-Lagrange uniaxial, os elementos de trelica sao incluidos

em um dominio tridimensional. Por esta razao, sao consideradas trés dimensoes espaciais

deste ponto em diante.

Em trés dimensoes, os quadrados dos comprimentos valem:

I = (X2 — X2+ (X2 — X1)? + (X2 — X1)? (2.56a)
P =2 V)2 + (YE-Y) 4 (Y -Y5)? (2.56b)

Na sequéncia, o equilibrio de forgas que derivou do principio da estacionariedade da
energia mecénica (Equacao 2.26) é particularizado. Admite-se que a energia especifica de
deformacao é constante em um elemento de trelica e, portanto, a integral sobre o volume
Vo pode ser efetuada desconsiderando qualquer dependéncia dos entes do integrando, de

modo que o termo da energia interna resulta em:

ou oL
SyE = S gyrolo (2.57)

)

em que Aj é a area da secao transversal do elemento na configuragao inicial. Note que,

com a desconsideracao do efeito de Poisson, a area nao varia.

Substituindo a Equacao 2.56b em 2.55 e aplicando-a em 2.57, a derivada pode ser
efetuada analiticamente. Assim, a particularizacdo da Equagao 2.26, considerando que

forcas externas nao incidem diretamente sobre imersoes, toma a seguinte forma:

Al‘)Sda 0, (2.58)
0
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em que d é expresso matricialmente por:

—(Y?=Y7)
—(Y7 =Yy)
. _ Y2 _ Yl
d= ( N 13) (2.59)
Yr =Y
Y-V,
Y‘32 o Y'Sl

Ao considerar a imersao dos elementos de trelica na matriz tridimensional, o sistema

de equagoes em 2.58 corresponde a parcela 8@/ 9Y na Equacao 2.43, isto é:

oU  AyS
i -d,, 2.60
Y, lo ( )
Por sua vez, o termo 92U / 85_;2, associado & matriz hessiana, tem a forma:
20 A A
7,8 [U, = 0 05 N 05 9da (2.61)
0Y,0Y3 ly 0Y3 ly 0Yp

A Equacao 2.61 é desenvolvida para maior clareza de seus entes. O termo 05/ oY

pode ser manipulado com a regra da cadeia da seguinte forma:

05  0S OL

o5 _ 05 0L 2.62
0Y; 0L Y, (2.62)

Substituindo a Equagao 2.52 em S, nota-se que 0S/0L é simplesmente E. Também
decorre do desenvolvimento entre as Equagoes 2.57 e 2.58 que 0L/ oY =d, /lo*.

Ja o termo 867/ oY corresponde a uma matriz, aqui denominada A, cuja forma

expandida é:

‘1 0 0 -1 0 0]
o 1 0 0 -1 0
ad o 0 1 0 0 -1
L= A= (2.63)
oY -1 0 0 1 0 0
0O -1 0 0 1
I 0O -1 0 O |
Em conclusao, a Equacao 2.61 pode ser reescrita da seguinte forma:
9*U Ay ( E
—— == Sd.dg + SA, 2.64
0Y,0Ys o (z[f g 5) (2.64)
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2.6.4 Elementos imersos de face ativa

Um elemento de face ativa (Carrazedo; Paccola; Coda, 2018) é definido a partir de
uma das faces de um elemento prismatico existente. Neste caso, a verificacao da incidéncia

dos nos, detalhada na secao 2.6.1, é dispensada, pois esta ja é um dado de entrada.

Trata-se de um elemento plano que garante resisténcia adicional aos elementos de
matriz. Sua aplicacao neste trabalho é representar o deck de aco das lajes steeldeck. Na
Figura 16, é ilustrada uma malha representativa desta aplicacdo. Os elementos prismaticos
representam a matriz de concreto, e as faces destacadas na regiao inferior sao os elementos

de face ativa, que garantem a matriz o acréscimo de rigidez correspondente ao deck de aco.

Figura 16 — Malha com elementos de face ativa.

Fonte: o préprio autor.

As faces ativas s@o elementos retangulares planos e, portanto, podem ser calculadas
em apenas duas dimensoes. Para isto, é necessario que se defina um sistema de coordenadas
local, em que z; e Ty sao dire¢oes contidas no plano da face e x3 é normal a face. No
sistema adimensional, os versores U, U e w descrevem, respectivamente, duas diregoes

dentro do plano e uma normal ao plano (Figura 17).

Figura 17 — Elemento retangular nos sistemas global e local.

Fonte: o préprio autor.

Admite-se que a dimensao do elemento na direcao T3, ou espessura, é constante.

Considera-se, ainda, um estado plano de deformagoes (ou seja, Lis = Loy = Ly = 0) e,
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desprezando o efeito de Poisson na dire¢do da espessura (113 = iy = 31 = 32 = 0),

também nao ocorrem tensoes na direcdo normal ao plano.

A geometria do elemento retangular pode ser aproximada pelo produto de um par
de conjuntos de polindomios de Lagrange, um para cada dire¢ao, com graus compativeis ao
numero de nés em cada direcao da face. Sao adotados 4 nds por diregao, totalizando 16

nos por elemento plano, requerendo polindémios de Lagrange cibicos para a aproximacao.

Como a espessura do elemento é constante, as integra¢oes no volume que derivam
do principio da estacionariedade da energia mecanica se reduzem a integracoes na area a

serem resolvidas numericamente por um par de quadraturas de Gauss-Legendre.

Para efetuar o cdlculo do elemento, é necessario que as coordenadas dos nds sejam

primeiro rotacionadas para o sistema local da seguinte forma:

ZI_TZ' = Ri]’[lfj (265&)

Yi = Rijy; (2.65b)

em que R é a matriz de rotagdo que transita do sistema global para o sistema local da
face, descrita em funcao dos vetores adimensionais do elemento retangular da seguinte

forma:

R = @1 @2 ’03 (266)

Dai, o célculo do vetor de forcas internas dU/JY e da matriz hessiana H do
elemento retangular seguem de maneira andloga aos elementos prismaticos, mas neste caso,
é possivel e conveniente reduzir o problema para duas dimensdes e, ao final, preencher os

valores relativos a terceira direcao com zeros.

Por fim, deve-se rotacionar as grandezas de volta para o sistema original para que
estas contribuam no vetor de desbalanceamento ¢ e na matriz hessiana H do elemento de
matriz ao qual a face pertence. As expressoes completas dos entes locais de um elemento

reforcado com faces ativas tém a seguinte forma:

ou -
Ja = _Ek + aYa + Rvan/ (2.67&)
0’0 -
Hes + Ry o HosRss (2.67D)

T Y, 0Y5
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2.6.5 Elementos imersos tridimensionais vazios

Os vazios das lajes bubbledeck e alveolar sao representadas por elementos imersos
tridimensionais. O principio de calculo destes elementos é similar ao dos elementos de
matriz, e a técnica de imersdo é a descrita na secao 2.6.2, visto que aqui os nos sao

independentes.

Para cada vazio esférico das lajes bubbledeck, ¢ adotado um elemento hexaédrico
(em forma de cubo). Seu grau é cibico em todas as diregoes, totalizando 64 nés por
elemento (Figura 18a). Os nés sao posicionados de modo que o elemento tenha o formato
aproximadamente esférico. Isto é feito fazendo todos os nés externos do hexaedro distantes
r do centro e os nés internos a r/3, respeitando a razao entre as distancias dos nds centrais

e a das arestas ao centro no sélido original (Figura 18b).

Figura 18 — Elemento hexaédrico em seus formatos (a) adimensional e (b) esférico.

(b)

Fonte: o préprio autor.

Ja para os vazios alveolares, o elemento prismatico de base triangular, de grau
cubico na base e na altura, ¢ utilizado. O nds sao posicionados de modo que a base tenha
o formato aproximado de um quarto de circulo. Para este fim, os nés de uma das faces
do triangulo sao posicionados distantes » do né de origem, e o nd central é levado a
coordenada (4r/3m;4r/3m), o centro geométrico da figura. Quatro elementos deste tipo

sdo posicionados adjacentes entre si para formar um vazio cilindrico (Figura 19).

Tratando-se de uma exclusao, as propriedades materiais da imersao devem anular
as da matriz. Para isto, se a exclusao pertence a elementos de propriedades E e v, faz-se
EFE=—-Fev=uv.

O procedimento para o calculo do vetor de forcas internas U/JY e da matriz
hessiana H destes elementos é o mesmo que o feito para os elementos de matriz. No
caso dos elementos hexaédricos,0 dominio é aproximado por trés grupos de polindémios de
Lagrange, um para cada direcao, e as integracoes sao realizadas numericamente por uma

tripla quadratura de Gauss-Legendre.
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Figura 19 — Elementos prismaticos adjacentes aproximados para formato cilindrico.

Fonte: o préprio autor.

J& a contribui¢do na matriz dos elementos de vazio segue o que foi descrito na

secao 2.6.2, devendo-se seguir as Equacgoes 2.47 e 2.51.
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3 MODELO DE DANO

Em simulag¢oes do concreto, é adequado considera-lo homogéneo e isotrépico apenas
até o surgimento das fissuras, ponto em que sua curva tensao x deformacao passa a evoluir
nao linearmente. Em elementos finitos, a modelagem desta nao linearidade pode ser feita de
maneira discreta ou continua. O método discreto consiste na introdugao das fissuras como
descontinuidades da malha. A mecénica da fratura estuda o surgimento e a propagacao
de fissuras e tem diversas aplicagoes no estudo da modelagem de materiais, inclusive o
concreto (Landkof; Goldsmith, 1985; Cirak; Ortiz; Pandolfi, 2005; Zhang et al., 2021).

Ja o método continuo preserva a integridade da malha, representando a fratura
por um processo de acumulagdo de dano em nés da malha que atingem um determinado
grau de deformacao. Esta abordagem é mais simples e menos computacionalmente custosa
(Kattan; Voyiadjis, 1990; Silva, 2023).

3.1 Modelo de dano continuo de Mazars

Mazars (1984) prop6s um modelo continuo de danificagdo que é difundido até hoje
gragas a sua simplicidade, efetividade e a consisténcia termodinamica da formulacao. Neste
modelo, o dano é mensurado por uma variavel escalar D, sempre crescente, que varia de 0

(material integro) a 1 (material completamente danificado).

Em sua proposicao original, a varidvel de dano foi pensada como o grau de degene-
ragdo da segao transversal em um caso unidimensional. Murakami (1988) expandiu este

modelo para trés dimensoes, mas preservou a descricao do dano por uma variavel escalar.

O modelo de dano continuo vem sido aplicado extensivamente para o concreto,
tanto em pesquisas como em softwares comerciais. Alvares (1993), por exemplo, aplicou
este modelo de dano a vigas de concreto, realizando a calibracao dos parametros e validando

sua modelagem em elementos finitos com ensaios experimentais.

O modelo de dano continuo parte das seguintes hipdteses:

» 0 comportamento do material é elastico durante o processo de danificacao, isto é,

nao ocorrem deformagoes permanentes;

» o dano ocorre por alongamento, ou seja, s6 surge em um ponto se houver ao menos

uma componente de tragao sobre este ponto;

e 0 dano ¢ isotropico, descrito em cada ponto por uma grandeza escalar D, 0 < D < 1.
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Quando o material também é isotrépico, a danificagdo pode ser introduzida como
uma penalizagdo direta no moédulo de elasticidade longitudinal. Seja E a propriedade

integra do material e F a danificada, tem-se:

E=(1-D)E (3.1)

Para verificar se a danificagdo deve ocorrer em determinado ponto, é necessario
definir uma grandeza que mensure a quantidade de tragdo que ocorre sobre o mesmo. Para

tal fim, ¢ introduzido o escalar L, ou deformacio trativa equivalente, definido por:

L= (L) + (L3)2 + (L3)? (3.2)

em que L; sdo as deformacdes principais do ponto, mas apenas as positivas, isto é:

L; selL;,>0
Lf = (3.3)
0 sel; <0

A danificacdo no ponto s6 se inicia quando L atinge o valor de Lgg, a deformagao
de danificacao inicial, que na situagao integra da estrutura é caracteristica do material.
Apo6s o inicio da danificagao, Ly passa a guardar o maior valor de L ja atingido naquele

ponto.

De acordo com Félix (2022), na impossibilidade de determinar o valor inicial de
Ly, pode-se admiti-la igual & deformacado que ocorre quando o concreto atinge o limite
inferior da sua resisténcia & tragao (fe,ins) em uma condicao de carregamento uniaxial.

Deste modo, aplicando a lei de Hooke, pode-se adotar a seguinte estimativa:

Seth,in
L = = ! (3.4)
De acordo com definigdo da NBR 6118 (Associacao Brasileira de Normas Técnicas,
2023), fetkins vale 70% da resisténcia média a tracdo fe,. Na auséncia de ensaios para
determinar esta resisténcia diretamente, o Model Code (International Federation for
Structural Concrete, 2010) ¢ a NBR 6118 (Associacao Brasileira de Normas Técnicas,
2023) sugerem, para concretos de classe igual ou inferior a C50, uma estimativa baseada

no f., que é a resisténcia a compressao caracteristica do concreto:

fctm = 073 : (fck)2/3 (35)

com fer € fem dados em MPa.
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Ja E.; é o médulo de elasticidade inicial do concreto que, de acordo com a NBR
6118 (Associacao Brasileira de Normas Técnicas, 2023), quando nao determinado por

ensaios, pode ser estimado pela seguinte expressao:

ECZ* = Qg - 5. 600 fck: (36)

com fo. e B, dados em MPa. Na equacao, ag é um fator que depende da composi¢ao do

agregado graudo no concreto. Na maior parte dos casos, admite-se ag = 1,0.

E importante ressaltar que, na maioria das mencdes ao modelo de dano continuo na
literatura, bem como na proposi¢ao original, utiliza-se a deformacao linear € e, portanto,
sao tratadas grandezas como €49 € € ao invés de Ly e L. Para os valores de deformacao
com que se lidou neste trabalho, a diferenca entre as duas grandezas é suficientemente
pequena. Assim, por simplicidade, optou-se por substituir diretamente todas as medidas

de deformacao linear por medidas de deformacao de Green-Lagrange.

Uma vez determinado que houve danificacdo, ou seja, L > Lyg, 0 dano D é calculado

pela seguinte expressao:

D =arDr+ acDc (37)

em que ar e a¢ sao fatores que ponderam o quanto de tragdo e de compressao, respectiva-

mente, estd ocorrendo no ponto, sendo dados por:

3_1 LT

arp = ™ L*_+ ST (3.8a)
3 —

ae = =1 L (3.8b)

3 T+ R
im1 Ly + 2000 L

em que L; sdo, analogamente a L, as deformacdes principais do ponto, mas apenas

quando negativas:

0 sel;>0
L = (3.9)
L; sel; <0

Ja as grandezas Dr e D¢ sdo as parcelas de danificagao trativa e compressiva,

respectivamente, sendo calculadas por:

. LdO(]- — AT) AT
Dr=1- 7 T (3.10a)
Lao(1— A A
De=1-— a0l — 4o) 4 (3.10b)

L B eBc(L—Lao)
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Nestas equacoes, Ay, By, Ac e Be sao parametros empiricos que devem ser
calibrados com ensaios especificos. Mazars (1984) sugere que os pardmetros estejam dentro

dos intervalos apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Intervalos dos parametros do modelo de dano.

Minimo Méaximo
Ar 0,7 1,0
Br 10.000 100. 000
Ac 1,0 1,5
Br 1.000 2.000

Fonte: Mazars (1984).

Como as validagoes deste trabalho envolvem modelar numericamente experimen-
tos previamente realizados na literatura, a obtencao destes parametros é pouco viavel,
pois calibra-los sem nenhum respaldo experimental proporcionaria um elevado grau de

incertezas.

3.2 Adaptacao do modelo de dano continuo

Com o objetivo de substituir valores empiricos por grandezas com significado fisico,
bem como mitigar o fendémeno de dependéncia da malha observado por diversos autores
na proposigao original, Arruda et al. (2022) propuseram uma modifica¢ao na teoria de
Mazars (1984) que preserva a consisténcia termodindmica da proposi¢ao original enquanto
reformula o cdlculo das quantidades Dy e D¢. Além disso, esta adaptacao elimina a

dependéncia da malha observada no modelo original.

Para o comportamento trativo, que corresponde a Dy, presume-se que a curva
tensdo x deformacdo ¢ linear até o patamar L = Ly, ponto em que a tensio comeca a
decrescer. Para representa-la, os autores se baseiam na lei bilinear proposta pelo Model
Code (International Federation for Structural Concrete, 2010), mas introduzem uma

suavizacao exponencial no trecho decrescente:

L .
Dr=1- SOL exp [(Ldo —I) (3.11)

Y

lcfctm
Gy

Nesta equacao, [. é o comprimento caracteristico do elemento. Seja Vi o volume
inicial do elemento e n o nimero de pontos de integragao numérica, Silva (2023) descreve

esta grandeza para elementos prismaticos de base triangular da seguinte forma:

.= |- (3.12)
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Ja Gy é a energia de fratura do material, medida em unidade de forca por compri-
mento, que representa a energia necessaria para propagar uma fissura de area unitaria. Na
auséncia de ensaios especificos para determiné-la, o Model Code (International Federation

for Structural Concrete, 2010) sugere a seguinte estimativa:

Gy =73 (fom)™"® (3.13)

em que Gy é dado em N/m e f,,,, a resisténcia a compressao média do concreto, é dada em
MPa. Para esta tltima, o Model Code (International Federation for Structural Concrete,

2010) orienta a seguinte consideragao:

fem = for + 8MPa (3.14)

Ja para o calculo de D¢, que corresponde a danificagdo compressiva, primeiramente

define-se a deformagcao compressiva equivalente L. pela seguinte expressao:

L
2

l!

e=—=< L (3.15)
1/\/_

em que L., é a deformagao ultima de compressao. Ressalta-se que L., L,, bem como as

deformacoes intermediarias L., e L.o, embora deformacoes compressivas, assumem valores

positivos para efeito das expressoes matematicas aqui apresentadas.

Na compressao, o comportamento da curva tensao X deformacao proposto por
Arruda et al. (2022) é delimitado pelas deformagoes caracteristicas Le1, Leg € Le,: do inicio
da deformacao até L.= L1, a curva é crescente; quando L. < L.< L., a tensao torna-se
temporariamente constante; por fim, quando L, > L., a tensdo decresce linearmente a

zero em direcao a deformacao ultima L. = L.,.

Os valores de g, e .9 sao tabelados pelo Model Code (International Federation
for Structural Concrete, 2010) em funcao da classe do concreto. Estes sdo apresentados

convertidos a deformagoes de Green-Lagrange na Tabela 4.

Tabela 4 — Deformagoes compressivas L. e Leo por classe do concreto (até C120).

C12 €20 €30 C40 C50 C60 C70 €80 €90 >C100
Lo (%) 18 21 23 24 25 26 27 28 29 30
Lo (%) 35 35 35 35 34 33 32 31 30 30

Fonte: adaptado de Model Code (International Federation for Structural Concrete, 2010).

Ja L, pode ser calculada pela expressao que define a energia de fratura compressiva

em funcao destas deformagoes:
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_ 2Gy.
B lcfcm

Por sua vez, a energia de fratura compressiva é estimada pela expressao proposta

Lcu + Lcl - LCQ (316)

por Alfarah, Lépez-Almansa e Oller (2017), que segundo testes realizados por Arruda
et al. (2022), aproxima bem o comportamento das curvas proposto pelo Model Code

(International Federation for Structural Concrete, 2010):

ch - 8,6 : (fcm)0725 (317)

Com isto, o dano compressivo D¢ é definido pelas seguintes equagoes:

kiz - (E:)Q fcm T

_ . L se Lo < L
1+ (k—=2)L; EL.

De=41_— Jem se Ly < Lo < Loy (3.18)
EL,
fcm fcm ( LC2 ) T
1 — = 1-— Lc < Lc < Lcu
* E(Lcl — ch) ELC Lcu - LCQ > ?
em que:

EL.
k=105 ——< (3.19)
fem
.. L
Lr===¢ 3.20
c =TI (3.20)

A partir das equacoes apresentadas nesta secao, ¢ possivel derivar todos os para-
metros de dano apenas conhecendo a resisténcia a compressao e o modulo de elasticidade
do concreto. Este ultimo por vezes nao é aferido em trabalhos encontrados na literatura,
situacao em que, seguindo a orientacdo da NBR 6118 (Associagao Brasileira de Normas
Técnicas, 2023), pode ser feito igual ao médulo de elasticidade secante, E,,, calculado pela

seguinte equacao:

Ecs = OéiECZ' (321)

em que F,; é obtido pela Equacao 3.6, e:

a; =08+0,2 ‘gc(’)“ <10 (3.22)

com f. dado em MPa.
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4 ESTRUTURA DO CODIGO COMPUTACIONAL

A implementacao da formulagdo do MEFP apresentada no capitulo 2 associada ao
modelo de dano adaptado descrito no capitulo 3 é realizada por meio de um cédigo compu-
tacional na linguagem de programacao Fortran®, utilizando o ambiente de desenvolvimento
integrado Microsoft Visual Studio (Microsoft. .., 2022).

O cédigo é detalhado neste capitulo em trés partes: a leitura de dados e o pré-
processamento, em que os dados do problema sao coletados e algumas grandezas fixas sao
calculadas; o processamento, que envolve a montagem e solucao do sistema de equacgoes
em cada passo do processo iterativo; e o pés-processamento, que consiste na impressao dos

dados de saida na forma de gréaficos e em arquivo formatado para o software de visualizacao
AcadView (Paccola; Coda, 2005).

Ao final do capitulo, é apresentado um fluxograma resumindo o funcionamento do

algoritmo.

4.1 VLeitura de dados e pré-processamento

Todos os dados do problema a ser simulado devem ser informados em um arquivo

de texto devidamente formatado. Neste arquivo, devem constar:

« o numero de passos de carga, a tolerdncia do processo iterativo e o niimero maximo

de iteracoes;

e 0s dados da malha da matriz: coordenadas dos nos, propriedades e parametros de

dano do(s) material(is) e incidéncia dos nés sobre os elementos;

o os dados dos elementos imersos: trelicas, faces ativas, vazios esféricos e vazios

alveolares;
» as condigoes de contorno: cargas aplicadas e deslocamentos prescritos;

o o0s dados para a impressao de graficos.

No codigo, as condigoes de contorno sao aplicadas em incrementos de acordo com
o numero de passos de carga. Em cada passo, as forcas e os recalques prescritos sao
incrementados de DF e DY, respectivamente, que sao os valores prescritos totais divididos
pelo niimero de passos. Esta estratégia permite a geragdo de graficos avaliando a evolucao,
por exemplo, do deslocamento de um ponto com o carregamento aplicado dentro de uma

analise estatica. Além disso, a aplicacao gradual das condi¢oes de contorno facilita a
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convergéncia do processo de solug¢ao nao linear: por vezes, aumentar o nimero de passos

de carga reduz o tempo total da simulacao.

No processo iterativo de solugao do sistema nao linear, a tolerancia é o valor minimo
de ||AY||/||X|| para que se considere a solucdo satisfatéria e se prossiga para o passo
de carga seguinte. Dentro de um passo de carga, se for atingido o niimero maximo de
iteracoes, ou se o erro atingir um valor muito elevado, se julga que nao houve convergéncia

e a simulagao ¢ encerrada. Considera-se elevado um valor de erro superior a 1.

Apos a leitura dos dados, sao calculadas e guardadas as grandezas que dependem
apenas das informagdes do problema em seu estado inicial, e portanto sao fixas em todo o

processo de solucao, como A°.

Os elementos imersos tridimensionais vazios possuem os formatos fixos esférico ou
cilindrico. Por esta razao, é mais pratico deixar a geracao das coordenadas dos nds destes
elementos a cargo do codigo com base em dados geométricos basicos. E neste ponto que

este Processo ocorre.

No caso dos vazios esféricas, basta informar o raio e das coordenadas do centro
da esfera. Ja para as exclusoes alveolares, os dados informados sdo o comprimento do
elemento, correspondente & altura do cilindro, e trés pontos que pertencem a sua base
circular: C, R e P. O vetor CP define o raio da base, e o vetor que resulta da operacao

CR A CP define o plano ao qual a base pertence e a direcao da altura do cilindro.

Quando hé elementos imersos de trelica ou vazios, isto é, imersoes com nés inde-
pendentes, é realizado neste ponto o processo de verificagdo da incidéncia dos nds descrito

na segao 2.6.1.

4.2 Processamento dos dados

A etapa de processamento consiste em dois lagos: o lago de passos de carga e, dentro
deste, o lago de iteracoes do processo de solugao. No inicio de cada passo de carga, as
forcas externas (inicialmente nulas) e posigoes atuais sao incrementadas, respectivamente,
de DF e DY.

O lago do processo de solucao se repete até que o erro seja inferior a tolerancia ou
até que o numero maximo de iteragoes seja atingido. Neste lago, sao montados os vetores
de forcas internas e as matrizes hessianas locais relativos aos elementos de matriz e aos
elementos imersos. Os entes locais contribuem para os entes globais ¢ e H e o sistema é

resolvido para AY.

O célculo de cada tipo de elemento é contido em uma subrotina que em si constitui
um lago para o célculo dos elementos individuais. Este ponto do c6digo, em especial para
os elementos tridimensionais, ¢ o maior gargalo para o tempo de processamento. Por esta

razao, foi implementado o paralelismo utilizando a interface de programagao OpenMP®,
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integrado ao Intel® oneAPI Base Toolkit (Intel..., 2023a). Esta ferramenta permite
que os nucleos de processamento do computador resolvam elementos simultaneamente,

proporcionando grande ganho de tempo nas simulagoes.

Dentro da rotina de calculo dos elementos da matriz, ha o calculo das grandezas
de dano D e Ly, que é feito por ponto de integracao. Em cada ponto, estas variaveis sao
inicializadas como D = 0 e Ly igual ao valor informado para o material, e sdo atualizadas
ap6s o fim de cada passo de carga. E imposto para D que néo seja inferior ao valor atingido
no passo de carga anterior, pois a danificacao é irreversivel; e também que nao supere um
valor limite ligeiramente inferior a 1 para impedir a degeneragdo completa do material. Em

todas as simulagoes realizadas neste trabalho, optou-se por limitar o valor de D a 0,95.

A matriz hessiana global H é uma matriz simétrica esparsa. Para proporcionar
economia de memoéria e eficiéncia no processo de solugao, os dados desta matriz sao
armazenados em trés vetores contendo os indices da linha, indices da coluna e dados. Deste
modo, apenas os termos nao nulos e da diagonal para cima sao registrados. O manejo de

matrizes esparsas ¢ assistido pelo médulo SparseSET (Piedade Neto; Paccola, 2020).

Para a solugao do sistema, é utilizada a rotina pardiso da Intel® oneAPI Math
Kernel Library (Intel. .., 2023b), especializada na solu¢ao de sistemas lineares esparsos.
Devido a problemas de convergéncia encontrados em simulagdes com exclusoes, foi adotado
o valor de —2 para o parametro mtype, direcionando a rotina para matrizes nao positivo

definidas.

4.2.1 Consideragoes para problemas com dano e exclusoes

Individualmente, simula¢des com a presenca de dano ou com a presenca de exclusoes
alcangaram a convergéncia até patamares satisfatorios de carga sem maiores complicacoes.
Porém, maiores dificuldades foram encontradas quando o dano foi associado a problemas
com vazios. Esta dificuldade era esperada, pois os dois fenomenos contribuem independen-
temente para a reducao da rigidez dos elementos da matriz, e se nao for tomado cuidado,
a rigidez dos elementos de matriz pode se tornar negativa, eventualmente provocando a

nao convergéncia da simulagao.

Uma observacao que deve ser feita é que nas regioes da matriz envoltas por exclusoes
naturalmente nao ha concreto e, portanto, nao faz sentido calcular o dano nestas regioes.
Assim, no pré-processamento, é construido um vetor que indica quais pontos de integracao

estao dentro de vazios na malha de modo a dispensar o célculo do dano nestes.

A identificacdo dos pontos de integracao que estao dentro dos vazios esféricos é
simples, bastando verificar se a distancia entre o ponto e o centro de cada esfera é inferior

a seu raio.

Ja para os vazios cilindricos, é realizado o processo de identificagdo de imersao de
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um né em um elemento descrito na secao 2.6.1, mas para verificar a incidéncia de pontos
de integracao sobre elementos prismaticos de exclusao. No entanto, por razao que sera
explicada adiante, o processo é modificado para que apenas se verifique se o ponto pertence
a exclusao no dominio de &3, sendo a verificagdo no plano &—¢; feita pelo tracado de um
vetor a partir do eixo do cilindro até o ponto que se esté verificando. Considera-se o ponto
pertencente ao vazio se este estd a uma distancia do eixo do cilindro igual ou inferior ao

raio circular da secao do alvéolo.

Nao obstante, foram encontradas dificuldades para que simulagdes com dano e exclu-
soes atingissem a convergéncia. Em decorréncia disto, sao propostas estratégias adicionais

que, embora nao sejam necessariamente realistas, buscaram viabilizar as simulagoes.

Pontua-se de antemao que estas estratégias nao foram suficientes para proporcionar

a convergeéncia nestes casos, mas sao aqui descritas para fins de relatorio.

As estratégias sao efetivadas a partir da variacao de trés fatores, chamados paréa-

metros de convergéncia, aqui introduzidos, oy, as e as, inicialmente iguais a 1.

Fator de reducao da rigidez negativa. As exclusdes em estudo neste trabalho
podem ser vazias ou preenchidas por um material nao resistente, como o isopor. Embora a
rigidez deste material de preenchimento seja irriséria para o desempenho da estrutura, a
presenca de um material de preenchimento inspirou a consideragao de que uma porcentagem

da rigidez do concreto ainda atua sobre as regioes vazias.

Portanto, admite-se nas simulagoes rigidez das exclusoes igual a —a; E, em que
a1 € a fracao da rigidez que se deseja retirar da matriz, sendo feito inferior a 1 para a

aplicacao desta estratégia.

Raio de nao danificacao ao redor dos vazios. Nas simulacoes, observou-se que
o dano surge ao redor das exclusoes mesmo para valores reduzidos de carga. Este fendmeno
ocorre devido a fragilidade dos elementos que possuem vazios, o que ocasiona em valores de
deformacao elevados que eventualmente superam Lg49. Embora seja esperado que as tensoes
que ocorrem na estrutura com vazios sejam superiores as de uma estrutura equivalente
integra, espera-se que ocorra a distribuicao destas tensoes para além das regides com

vazios.

No processo iterativo, este fendmeno de redistribuicao da tensao ocorre, mas
observou-se que os danos elevados que surgem nas imediagoes dos vazios eventualmente
se espalham descontroladamente na estrutura, ocasionando em aumento irreversivel do
deslocamento e na nao convergéncia. Buscando mitigar este fendomeno indesejado, optou-se

por limitar a ocorréncia do dano a regioes suficientemente distantes das exclusoes.

No caso das exclusoes esféricas, o dano é limitado a regides afastadas de asr do
centro de cada bolha. Ja para as exclusoes alveolares, durante o processo de verificagao

da incidéncia dos pontos sobre as exclusoes, aplica-se sobre o raio a partir do eixo do
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alvéolo o fator ag, sendo esta a razao para a modificacdo no processo. Intuitivamente, o
incremento dos fatores as e a3 aumenta a regiao de envoltura das exclusoes que é isenta

de danificagao.

4.3 Pos-processamento e impressao dos dados de saida

No cédigo, o tratamento e impressao dos dados é realizado ao fim de cada passo de
carga. Apés a convergéncia do processo de solugao nao linear, dois tipos de arquivos de

saida sao produzidos: um arquivo de visualizagao da malha e arquivos graficos.

Antes de formaté-los, sao preparados tensores que guardam as informacoes, ar-
mazenadas por nd, a serem impressas: os deslocamentos nas 3 diregdes (u, ug € uz), 3

tensoes normais (011, 092 € 033) € 3 tensoes de cisalhamento (012, 013 € 023).

Os deslocamentos sao simplesmente obtidos pela subtracao do vetor de posigoes

nodais atuais Y pelo vetor de posi¢oes nodais iniciais X.

Note que a notagao o;; foi utilizada para as tensoes. Estas sao as tensoes de
Cauchy, verdadeiramente definidas pelo que se conhece por tensdao, que é a atuacao de
uma forga sobre uma drea em descricdo Euleriana (na configuragio atual). As tensoes de
Piola-Kirchhoff (S;;), embora essenciais para a definicdo do modelo constitutivo de SVK,
nao possuem este significado, além de estarem em descrigdo Lagrangiana (na configuragao
inicial). Convenientemente, como demonstrado por Coda (2018), é possivel derivar destas

a tensao de Cauchy com a seguinte relagao:

ASAT
o=—— (4.1)
det(A)
As tensoes de Cauchy sdo calculadas a partir das tensoes de Piola-Kirchhoff durante
o processamento para cada ponto de integracao. Contudo, para a impressao dos resultados

é necessario conhecer os valores nodais.

Os elementos prismaticos de ordem ctibica possuem 40 noés e, conforme estabelecido
na secao 2.5, sao adotados 48 pontos de integragao. As tensoes nos pontos de integracao
podem ser relacionadas com as tensoes nodais (&), incdgnitas, pela seguinte equagao

matricial:

O (6x48) = ¢(48x40)6'(40><6) (4-2)
em que ¢ ¢ uma matriz, montada no pré-processamento, que guarda a avaliagao, nos 48
pontos de integracao, das fungoes de forma do elemento correspondentes aos 40 nés.

Portanto, tem-se na Equacao 4.2 um conjunto de 6 sistemas de 48 equacoes e 40

incognitas. A escolha de um ntmero de pontos de integracdo maior do que o minimo
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necessario é para que este sistema nao seja subdeterminado. Uma solu¢do aproximada
¢é calculada com o auxilio da rotina dgels, parte de um dos médulos inclusos na Intel®
oneAPI Math Kernel Library (Intel..., 2023b), que resolve sistemas retangulares pelo

método dos minimos quadrados.

4.3.1 Impressao da malha no AcadView

Um arquivo de visualizagdo da malha é formatado para o software AcadView (Pac-
cola; Coda, 2005). O programa permite a exibi¢ao da malha em seus estados indeformado
e deformado, além de gerar um mapa de cores com base em dados nodais — neste caso,

deslocamentos e tensoes.

O arquivo possui um cabegalho em que sao informados o nimero de nds, o nimero
de elementos e o niimero de listas, que sao conjuntos de coordenadas deformadas associados
a dados numéricos para gerar o mapa de cores. Na sequéncia, sao informados os dados

relativos aos nds e aos elementos em seu estado indeformado.

Ao final de cada passo de carga, o arquivo é alimentado com 9 listas correspondentes
aos deslocamentos e tensoes. As coordenadas impressas correspondem a posicao atual dos

nos, de modo que a malha é exibida em seu aspecto deformado.

Na Figura 20 ¢é exemplificada a visualizagdo de uma malha deformada no software,

com o mapa de cores ativo para as tensoes de Cauchy na dire¢ao 11.

Figura 20 — Janela do AcadView.
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Fonte: o préprio autor.
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4.3.2 Impressao de dados para graficos no Gnuplot

A visualizacao da malha é importante para atestar o bom comportamento geral
das simulagoes, mas para valida-las de fato, é necessario coletar dados como deslocamentos
ou deformagoes pontuais e confrontéa-los com os dados apresentados por outras referéncias.

E para este fim que o codigo conta com a impressao de dados nodais na forma de graficos.

No arquivo de entrada, deve ser informado o nimero de graficos que se deseja
gerar, e para cada grafico o par de informagoes que se deseja coletar para compor os eixos
horizontal e vertical. Os tipos de dados suportados sao o passo de carga atual e, para um

no especificado, os deslocamentos nas 3 diregoes e as 6 tensoes independentes de Cauchy.

Os dados sao impressos em um arquivo de texto e é gerado um arquivo adicional
compativel com o software Gnuplot, uma robusta ferramenta de exibicao de graficos. A
principal preocupacao nesta funcionalidade foi a visualizagdo em tempo real da evolugao
de um dado da simulacao em relagao aos dados de referéncia, e por esta razao, nao houve

grande preocupagao com a estética das exibigoes.

Na Figura 21, por exemplo, a curva roxa mostra a evolu¢ao do deslocamento de um
determinado ponto em relacdo ao passo de carga. As demais curvas sao os dados coletados

da referéncia.

Figura 21 — Janela do Gnuplot.
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Fonte: o préprio autor.

4.4 Fluxograma

O fluxograma da Figura 22 ilustra resumidamente a estrutura do cédigo computa-

cional.
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Figura 22 — Fluxograma do c6digo computacional.
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63

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, sao apresentadas quatro aplicacoes do coédigo computacional de-
senvolvido em exemplos da literatura. Na secao 5.1, o intuito do exemplo é verificar a
consisténcia do modelo de dano, além do bom funcionamento do modelo numérico e da
sua implementacao. Ja nas segoes 5.2, 5.3 e 5.4, a formulagao é aplicada a experimentos
praticos em lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar, respectivamente, cumprindo o objetivo

do presente trabalho.

Para todas as simulacdes, foram adotados os valores de tolerancia de 1079 e limite de
1. 000 iteragoes por passo de carga. Como ja mencionado, todos os elementos bidimensionais
e tridimensionais possuem grau cibico, enquanto os elementos de trelica utilizam grau

linear de aproximacao.

5.1 Alvares (1993): Danificacdo de viga

Alvares (1993) aplicou o modelo de dano continuo de Mazars (1984) a estruturas
de concreto armado. Em seu trabalho, ensaios foram realizados em vigas com diferentes
taxas de armadura, e a partir da calibracao dos parametros do modelo, as curvas de forca

x deslocamento foram reproduzidas numericamente de maneira satisfatéria.

Segundo o autor, os parametros €49, Ar e By puderam ser deduzidos a partir
de dados experimentais de ensaios realizados no concreto, ao passo que Ac e Be foram
extraidos de outras aplicacoes encontradas na literatura. Porém, o autor ressalta que estes

dois ultimos sdo dependentes da malha de elementos finitos adotada.

Para validar a implementacdo da adaptacao do modelo de dano proposta por
Arruda et al. (2022), apenas as propriedades materiais do concreto e do ago e a deformacao
de danificacao inicial, todos advindos de ensaios, sao extraidos da referéncia conforme a
Tabela 5.

Tabela 5 — Exemplo 1: Pardmetros extraidos de Alvares (1993).

Parametro Concreto Aco
E (MPa) 29.200 196. 000
v 0,2 0,3*
Lao (%0) 0,07 i

Fonte: Alvares (1993).
*Adotado conforme NBR 8800 (Associagao Brasileira de Normas
Técnicas, 2021).
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Os parametros do modelo adaptado sao derivados do médulo de elasticidade e
do f.. do concreto seguindo o procedimento da secdo 3.2. E adotado f. = 20,5 MPa,
como feito por Silva (2023), ao utilizar este mesmo exemplo para validar uma adaptagao

alternativa do modelo. Os valores calculados sdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 — Exemplo 1: Parametros calculados.

Parametro Valor
fem (MPa) 28,5
fetm (MPa) 2,799
Gy (N/m) 133,412
Gye (N/m) 19,875
Ly (%0) 2,1
Ly (%0) 3,9

Fonte: o préprio autor.

A viga selecionada para as simulagoes, com suas dimensoes e configuragao de ensaio
de flexao a quatro pontos, é apresentada na Figura 23. O ensaio foi realizado em dois

exemplares. Na Figura, também é indicado o ponto de aferimento dos deslocamentos.

Figura 23 — Exemplo 1: Viga ensaiada (dimensoes em c¢m, armaduras em mm).
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Fonte: Alvares (1993).

Para a matriz de concreto da viga, foram elaboradas 3 malhas com diferentes
niveis de discretizacao: com 52, 624 e 1. 040 elementos (Figura 24). Fixou-se 26 elementos
de trelica imersos para representar cada uma das barras longitudinais. Devido ao efeito
predominante neste exemplo ser o da flexao e ndo do cisalhamento, optou-se por desprezar

os estribos.

A anélise numérica foi realizada com controle de for¢a, com passos de carga de
0,25 kN até o patamar P = 50 kN. Os resultados obtidos sao apresentadas na Figura 25

em confronto com as curvas experimentais de referéncia.



65

Figura 24 — Exemplo 1: Malhas da matriz de concreto.

Fonte: o préprio autor.

Figura 25 — Exemplo 1: Resultados.
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Fonte: o préprio autor.

Todas as simulagoes foram encerradas antes de atingir o patamar final de carga
devido a atingirem o limite de iteragoes sem encontrar convergéncia. Nao obstante, a
carga alcancada foi suficiente para observar o surgimento do dano (aproximadamente a
P =10 kN) e sua progressao até o ponto onde uma segunda mudanga na inclina¢ao ocorre

(sob o deslocamento de cerca de 7 mm).

De qualquer forma, foi observada boa coincidéncia entre as curvas experimentais
e numeéricas por boa parte do ensaio, embora, a partir de certo ponto, os deslocamentos
tenham sido superestimados e tenha ocorrido a perda da convergéncia sob cargas proximas
a ruptura. Além disso, houve consisténcia dos resultados independentemente da malha,
validando a implementacao do MEFP e do modelo de dano adaptado. Notou-se que o

maior refinamento da malha permitiu a convergéncia para valores mais elevados de carga.
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Ademais, as distribui¢oes da tensao na dire¢ao longitudinal da viga das trés malhas
sob o carregamento P = 20 kN sao apresentadas nas Figuras 26, 27 e 28. Observa-se
uniformidade entre as trés distribui¢oes, com variacdo méxima entre a tensdo maxima de

compressao atingida no concreto na ordem de 2,5%.

Figura 26 — Exemplo 1: Tensoes longitudinais (em Pa) na malha de 52 elementos.
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Fonte: o préprio autor.

Figura 27 — Exemplo 1: Tensoes longitudinais (em Pa) na malha de 624 elementos.
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Fonte: o préprio autor.

Figura 28 — Exemplo 1: Tensoes longitudinais (em Pa) na malha de 1.040 elementos.
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5.2 Gholamhoseini et al. (2014): Laje steeldeck

Para avaliar a influéncia do escorregamento na performance de lajes steeldeck,
Gholamhoseini et al. (2014) realizaram ensaios em lajes com diversos perfis e reproduziram-
os com modelos numéricos tridimensionais criados no software ATENA 3D. Nestes, a
danificagao do concreto foi considerada a partir de uma lei de abertura de fissuras baseada
na energia de fratura. Duas modelagens foram realizadas: uma considerando adesao perfeita
entre o concreto e o aco, e uma permitindo o escorregamento entre as interfaces. Como
esperado, o segundo modelo se aproximou mais dos ensaios. O modelo sem escorregamento

previu que a laje resistiria a patamares muito mais elevados de carga antes da ruptura.

Como a presente teoria presume a aderéncia por definicao, espera-se que os resulta-

dos sejam proximos ao modelo sem escorregamento.

Para as simulagoes, foram selecionadas as lajes fabricadas com o perfil KF-70
(Figura 29), com dimensoes ap6ds a concretagem de 3,3 m x 1,2 m x 0,15 m (comprimento

x largura x altura). Nao foram inclusos reforgos adicionais.

Figura 29 — Exemplo 2: Perfil KF-70 (dimensoes em mm).
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Fonte: Gholamhoseini et al. (2014).

As lajes foram biapoiadas na direcdo do comprimento, deixando 0,1 m de cada lado
em balango de modo que o comprimento efetivo do vao (L) foi de 3,1 m. As estruturas
foram submetidas a ensaios de flexdo a quatro pontos, com as cargas aplicadas a L'/4
(ST70-4) e L'/6 (ST70-6) dos apoios.

O concreto dos exemplares foi submetido a ensaios de compressao e tragao, que
determinaram as resisténcias f. = 28 MPa e f.,, = 3,5 MPa e o médulo de elasticidade
E = 30,725 GPa. Conforme orientacao da NBR 6118 (Associagao Brasileira de Normas
Técnicas, 2023), admitiu-se ¥ = 0,2 na auséncia de ensaios para determina-lo. Seguindo o
procedimento da sec¢ao 3.2, derivou-se os demais parametros do modelo de dano. Estes sao

apresentados na Tabela 7.

Tanto nos ensaios como nas simulagoes realizadas, foi aferida a deflexdo no ponto
central da face inferior dos decks. Para comparacao, este dado ¢ aferido nas presentes

simulagoes.
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Tabela 7 — Exemplo 2: Parametros calculados.

Parametro Valor
Lao (%0) 0,094
fem (MPa) 36,0
G; (N/m) 139,142
Gye (N/m) 21,066
Ley (%0) 2.3
Lea (%0) 3,5

Fonte: o proprio autor.

Os perfis de aco tém espessura t = 0,75 mm e médulo de elasticidade £ = 212 GPa,
este 1ltimo verificado por ensaio realizado por Gholamhoseini et al. (2014). Foi adotado
v = 0,3 como sugerido pela NBR 8800 (Associagao Brasileira de Normas Técnicas, 2021)

para agos convencionais.

Para as simulagoes, foi elaborada uma malha com 828 elementos. Tomando vantagem
das simetrias nas dire¢oes do comprimento e da largura, apenas um quarto da estrutura
foi modelado, e as faces cortadas pelos planos de simetria foram condicionadas a nao se
deslocarem na direcdo normal as mesmas. Para o deck, 216 elementos de face ativa foram

aderidos as faces externas dos elementos inferiores (Figura 30).

Figura 30 — Exemplo 2: Malha da matriz de concreto e elementos imersos.

Fonte: o préprio autor.

O carregamento é aplicado na face superior da laje, distribuido na largura e em
uma faixa de 50 mm na dire¢do do comprimento, simulando a regiao de contato da laje

com os perfis utilizados para a transferéncia da carga em laboratoério.

Os resultados das simulagoes relativas aos experimentos ST70-4 e ST70-6 sao
apresentados na Figura 31 em comparagao aos experimentos e as simulagoes com adesao
perfeita do autor. Nos graficos, P representa o carregamento total, isto é, cada uma das
regides de aplicacdo de carga recebe P/2. As simulagbes foram realizadas com controle
de forga até os patamares P = 240 kN (ST70-4) e P = 360 kN (ST70-6), com passos de

carga de 4 kN. Ambas foram interrompidas ao atingir o limite de iteragoes.
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Figura 31 — Exemplo 2: Resultados.
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Fonte: o préprio autor.

Como esperado, as curvas obtidas pela simulagao foram bastante préximas as simu-
lagbes com perfeita adesao do autor, validando o bom funcionamento dos elementos imersos
de face ativa, embora, como esperado, a adesao nao seja uma consideragao apropriada a
partir de certo patamar de carga. Sob controle de forga, alcancou-se convergéncia até pata-
mares muito préximos a carga maxima dos ensaios. Além disso, seguindo o procedimento
para a obtenc¢ao dos parametros do modelo regularizado de dano, novamente obteve-se uma
boa descri¢ao da danificacao do concreto, mesmo quando associado a inclusoes, embora,
novamente, os deslocamentos tenham sido superestimados a partir de certo patamar de

carga.

Na Figura 32, é apresentada a distribuicao de tensoes na direcao longitudinal
do exemplar ST70-6 obtida pela simulagao sob carregamento de P = 60kN, ponto de
inicio da proeminéncia do escorregamento. Note que o concreto e o ago sdo perfeitamente
aderidos, mas sao separados na Figura para visualizacao da interface inferior do concreto.
A distribuicao ocorre como esperado, e observa-se que a tracao da estrutura é absorvida

em grande parte pelas faces mais inferiores do deck.
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Figura 32 — Exemplo 2: Tensoes longitudinais (em Pa) no concreto e no deck.
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Fonte: o préprio autor.

5.3 Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019): Laje bubbledeck

O trabalho de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019) teve o objetivo de analisar a
performance ao cisalhamento de lajes bubbledeck quando reforcadas por chapas de aco
dispostas longitudinalmente. Foram ensaiadas uma laje integra e uma laje bubbledeck
reforcada apenas com barras de aco, além dos exemplares com reforcos alternativos.
Adicionalmente, modelos tridimensionais foram elaborados no software ABAQUS para

replicar os ensaios. Nestes, um modelo de plasticidade danificada do concreto foi aplicado.

Abrangendo o escopo do presente trabalho, os exemplares integro (S) e bubbledeck

reforcado apenas com barras de ago (V0.0) foram selecionados para as simulagoes.

As lajes tém dimensoes conforme a Figura 33, sendo simplesmente apoiadas a 50
mm de cada uma das quatro bordas. Junto as lajes, foram concretados pilares centrais.
Nos ensaios, o carregamento é aplicado no topo do pilar, garantindo a uniformidade da

distribuicao da carga na estrutura de interesse.

Figura 33 — Exemplo 3: Dimensdes da laje.
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Fonte: Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019).



71

As lajes sdo armadas em cada dire¢cdo com 22 barras positivas e 22 barras negativas
de didmetro de 6 mm. O cobrimento de concreto a partir das faces inferior e superior é de
10 mm. As barras sao espacadas de modo a servir de apoio para as esferas nos exemplares

que as incluem (Figura 34).

Figura 34 — Exemplo 3: Detalhe do espacamento das armaduras de reforgo.
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Fonte: Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019).

Na laje V0.0, sao dispostos 96 vazios conforme a Figura 35. Note que a regiao
proxima ao ponto de aplicagao da carga, no pilar, ¢ mantida integra devido a proeminéncia

de esforgos cortantes.

Figura 35 — Exemplo 3: Disposicao dos vazios na laje V0.0.
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Fonte: adaptado de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019).

O valor de resisténcia média do concreto a 28 dias foi de f. = 28,8 MPa de acordo
com ensaio realizado por Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019). Deste valor de resisténcia

deriva-se as demais propriedades do modelo de dano, apresentadas na Tabela 8.

Tanto nos ensaios como nas simulagoes de referéncia, foi aferida a deflexdo do
ponto central da face inferior da laje. Para comparacao, este dado é aferido nas presentes

simulagoes.
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Tabela 8 — Exemplo 3: Parametros calculados.

Parametro Valor
Lao (%0) 0,07
fem (MPa) 36,2
Jutm (MPa) 28
E.s (MPa) 26. 206
Gy (N/m) 139,280
Gfe (N/m) 21,095
Ly (%0) 2,3
Lz (Vo) 3,5

Fonte: o proprio autor.

Para as simulagoes, foi elaborada uma malha com 624 elementos de matriz e 599
elementos de trelia, além de 24 exclusoes esféricas na laje V0.0 (Figura 36). Aproveitando
a dupla simetria, modelou-se apenas um quarto da estrutura, condicionando as faces
cortadas pelos planos de simetria a nao se deslocarem na direcao normal as mesmas. A

carga total sobre os pilares foi aplicada em passos de 1,25 kN.

Figura 36 — Exemplo 3: Malha da matriz de concreto e elementos imersos.

Fonte: o préprio autor.

Inicialmente foi simulado o exemplar S, sem vazios, para verificar o funcionamento

do modelo de dano. O resultado é confrontado com os dados de referéncia na Figura 37.

A anélise foi encerrada sob a carga P = 103,75 kN devido a atingir o limite de
iteragoes sem convergéncia. Até este patamar de carga, que estd proximo a ruptura da

estrutura, houve excelente coincidéncia com os dados da referéncia.

Na sequéncia, o exemplar V0.0 foi simulado sem a presenca do dano com o objetivo
de validar a contribuicdo dos elementos de exclusao. A analise alcangou o 1ltimo passo de
carga sem dificuldades na convergéncia, mas como esperado, ndao houve a manifestacao de
nao linearidades, ocasionando em uma reta no grafico de forga x deslocamento na Figura
38.
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Figura 37 — Exemplo 3: Resultados (laje S).
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Fonte: o préprio autor.
*Dados de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019)

Figura 38 — Exemplo 3: Resultados (laje V0.0).
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Fonte: o préprio autor.

*Dados de Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019)

No inicio da curva do exemplar V0.0, nota-se que ha um curto trecho com inclinagao

superior ao trecho linear em seguida. A simulacdo do presente trabalho nao conseguiu

recuperar este fenomeno. Ademais, o resultado obtido é uma reta cuja inclinacao é

relativamente proxima a referéncia.

Embora o dano e os vazios tenham sido individualmente bem sucedidos em re-

produzir o comportamento das estruturas simuladas, o mesmo sucesso nao foi obtido ao

aplicar dano no exemplar V0.0.
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As estratégias de viabilizacdo da convergéncia propostas na secao 4.2.1 foram
testadas extensivamente para diversos valores de aq, o fator de reducao da rigidez negativa,
e aw, o fator do raio de danificagao ao redor dos vazios. Na Tabela 9, sdo apresentados
os patamares maximos de carga para os quais se obteve convergéncia para diferentes
combinagoes de parametros. Em todos os casos, o critério de interrupc¢ao foi a ocorréncia

de valores de erro elevados (superiores a 1).

Tabela 9 — Exemplo 3: Carga maxima atingida para diferentes pardme-

tros de convergéncia.

as; = 1,0 as =1,1 ay = 1,3 as =15
a; = 1,00 3,0 kN 7,5 kN 12,0 kN 7,5 kN
a; = 0,95 4,5 kN 3,0 kN 9,0 kN 19,5 kN
a; = 0,90 12,0 kN 7,5 kN 15,0 kN 7,5 kN

Fonte: o proprio autor.

A aplicacao dos pardmetros de convergéncia em relagio a sua nao aplicagao (situacao
em que ambos os pardmetros sao iguais a 1) permitiu que a simulagao alcangasse maiores
patamares de carga em alguns casos. No entanto, foi insuficiente para leva-la ao ponto em

que se pudesse observar a nao linearidade da curva for¢a x deslocamento.

Através da impressao dos pontos de integracao danificados em arquivo formatado
para o AcadView (Paccola; Coda, 2005), o padrao de danificagdo dos pontos de integragao
nestas simulagoes foi investigado para buscar compreender como ocorre a nao convergéncia

nestes casos. A impressao foi realizada para todas as iteragoes do processo de solucao.

Foi observado que o dano surge e se propaga ao redor dos vazios ja em patamares
baixos de carga. Isto ocorre devido a maior fragilidade dos elementos nessas regides, que
naturalmente ocasiona em valores de deformagao suficientes para iniciar a danificacao.
Nos passos em que ocorre convergéncia, esta propagacao do dano é contida em relagao a
passos anteriores. Porém, em determinado passo de carga, esta conten¢ao deixa de ocorrer
e a danificagao se espalha por toda a estrutura, causando o crescimento desenfreado do

deslocamento e a nao convergéncia da simulagao.

Este comportamento ¢ ilustrado para a simulagao que adotou os fatores a; = 0,95
e as = 1,5, a mais bem sucedida entre os testes, na Figura 39, na qual estao impressos
os pontos de integracao da estrutura em que o dano se manifestou para determinadas
iteragoes. Em (a) e (b), sdo apresentadas respectivamente a pentltima e ultima iteragoes
sob o carregamento de 16,5 kN, sendo notavel que o espalhamento do dano ao redor de

algumas das exclusoes é contido na iteragdo em que ocorre a convergéncia. Ja em (c) esta a
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iteragao em que ocorre a explosao do valor do erro e a nao convergéncia, sob carregamento

de 21,0 kN, ap6s o espalhamento do dano por toda a estrutura.

Figura 39 — Exemplo 3: Pontos danificados em simulacao do exemplar V0.0.
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Fonte: o préprio autor.

Em face dos resultados, levanta-se a hipdotese de que o modelo de dano empregado

e a técnica de exclusao sao conflitantes, impedindo a convergéncia das simulacoes.

5.4 Sahoo et al. (2023): Laje alveolar

O trabalho de Sahoo et al. (2023) consistiu em um estudo paramétrico da perfor-
mance de lajes alveolares moldadas in loco, modelando exemplares com concreto convencio-
nal, com agregados leves e com a adicao de fibras. Para o propdsito deste trabalho, apenas

o exemplar NCA-HCS-3.5, composto por concreto convencional e sem fibras, foi simulado.

Os alvéolos da laje em estudo foram produzidos com canos de PVC, compondo
a secao transversal apresentada na Figura 40. Como visto na Figura, a laje também foi
reforcada longitudinalmente com cinco barras de aco com didametro de 10 mm. Longitudi-
nalmente, a estrutura tem a extensao de 3,4 m e é simplesmente apoiada a 0,2 m de cada

uma das bordas, de modo que possui vao efetivo de 3,0 m.

Figura 40 — Exemplo 4: Segao transversal da laje (dimensoes em mm).
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Fonte: adaptado de Sahoo et al. (2023).

Foi realizado um ensaio de flexao a quatro pontos, com cargas equivalentes a P/2
aplicadas a 0,42 m de cada um dos apoios. O carregamento é transferido a estrutura por

dois perfis metalicos.
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A resisténcia compressiva aos 28 dias do concreto fabricado para os exemplares
NCA foi verificada por Sahoo et al. (2023) como f., = 45 MPa. Desta resisténcia, sao

derivados os demais parametros do modelo de dano conforme a Tabela 10.

Tabela 10 — Exemplo 4: Parametros calculados.

Parametro Valor
Lo (%0) 0,07
fem (MPa) 53,0
fem (MPa) 3,8
E. (MPa) 34.279
G¢ (N/m) 149,174
Gfe (N/m) 23,204
Ley (%0) 2,45
Lo (%0) 3,45

Fonte: o proprio autor.

Nos experimentos realizados, foi aferida a deflexdo no ponto central da face inferior

da laje. Para comparacao, este dado ¢é aferido na presente simulagao.

Para a simulacao, foi elaborada uma malha com 1.224 elementos de matriz, 102
elementos de trelica e 20 exclusoes alveolares, caracterizando 80 elementos prisméaticos
de exclusao imersos (Figura 41). Gragas a dupla simetria, foi possivel modelar apenas
um quarto da estrutura, condicionando as faces cortadas pelos planos de simetria a nao
se deslocarem na direcao normal as mesmas. Replicando as condi¢des experimentais,
o carregamento foi distribuido na largura e em uma faixa de 50 mm na dire¢do do

comprimento.

Figura 41 — Exemplo 4: Malha da matriz de concreto e elementos imersos.

Fonte: o préprio autor.

A simulagao foi realizada inicialmente sem dano para aferir o bom funcionamento
das exclusoes formadas por elementos prismaticos imersos. O carregamento total P foi
levado até o patamar de 40 kN em passos de carga de 1 kN. Os resultados constam
na Figura 42 em confronto com os aferimentos experimentais. Nao houve problemas de

convergéncia e notou-se excelente coincidéncia com o trecho linear da curva.
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Figura 42 — Exemplo 4: Resultados.
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Fonte: o préprio autor.

Ao introduzir o dano, similarmente & laje bubbledeck, ocorreu o fendmeno de
espalhamento desenfreado do dano na estrutura, ocasionando na nao convergéncia devido
a ocorréncia de valores de erro elevados (superiores a 1). Foram realizados testes extensivos
com diferentes valores de a;y, o fator de reducao da rigidez negativa, e a3, o fator do
raio de danificacdo ao redor dos alvéolos. Os patamares maximos de carga atingidos sao

apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 — Exemplo 4: Carga maxima atingida para diferentes para-

metros de convergéncia.

063:170 063:1,1 063:1,3 063:1,5

a; = 1,00 4 kN 3 kN 4 kN 3 kN
a; = 0,95 4 kN 3 kN 5 kN 11 kN
oy = 0,90 2 kN 1 kN 7 kN 6 kN

Fonte: o préprio autor.

Da mesma forma que ocorreu para a laje bubbledeck, aplicar as estratégias de
convergéncia em alguns casos elevou o patamar maximo de carga alcancado pela simulagao,
em especial com a; = 0,95 e ap = 1,5, mas ainda de forma insuficiente para a captura
do comportamento nao linear fisico da laje. Estes resultados reforcam a hipdtese da

incompatibilidade do modelo de dano adotado com a técnica de exclusao.
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6 CONCLUSOES

Simulac¢oes computacionais sdo de suma importancia no estudo das Estruturas
por uma variedade de razbdes, como o corte de custos com experimentos e a analise de
parametros de dificil observacao. Esta importancia é reforcada pelo fato de a grande
maioria dos estudos experimentais da literatura que foram revisados durante a presente

pesquisa estarem associados a analises numeéricas.

Este trabalho propds uma alternativa a estas simulagoes aplicando o MEFP e
estudou suas vantagens e desvantagens. Embora na literatura a imersao de elementos seja
praticamente uma constante na representacao de barras de aco, notou-se que esta técnica
é pouco explorada para outros tipos de componentes, em especial vazios. A dificuldade
da elaboracao de malhas, especialmente para lajes bubbledeck, tornou populares técnicas
de aproximacao da segao transversal por camadas e de homogeneizacao das propriedades

materiais, por exemplo.

O modelo de dano implementado é uma adaptacdo do modelo de Mazars, am-
plamente aplicado ao concreto. Aplicar esta versao do modelo viabilizou a simulacao de
diversos ensaios presentes na literatura sem a necessidade de calibrar parametros sem sig-
nificado fisico. A possibilidade de modelar o dano exclusivamente a partir de propriedades

ensaiadas do concreto garantiu credibilidade aos resultados.

A criagdo de um codigo computacional préprio proporcionou grande controle sobre
todos os aspectos da simulagdo. A imensa maioria dos estudos experimentais da literatura
realiza simulagoes com softwares comerciais, que embora robustos, sdo pouco maleaveis no

que diz respeito as teorias que utilizam.

A escolha pela elaboragao de um codigo préprio também trouxe a liberdade de
realizar analises especificas, como a observacao do padrao de danificacdo nas andlises
com vazios que nao foram bem sucedidas, possibilitando a investigacdo dos fenémenos

associados a estes casos.

Com a programacao concluida e as simulagoes realizadas, a teoria de elementos
finitos direcionada a lajes steeldeck, bubbledeck e alveolar e associada ao modelo de dano
continuo, bem como a sua implementagao, foram validadas com sucesso dentro de algumas

limitagoes, algumas delas ja esperadas.

A teoria adaptada de dano continuo se mostrou perfeitamente adequada para
aplicagdo em diversos casos, inclusive quando o concreto é associado a inclusdes como
barras de ago e decks. A derivagdo dos parametros de dano a partir de um nitmero
reduzido de propriedades se mostrou efetiva e viabilizou a simulacao de ensaios presentes

na literatura sem a necessidade da calibracao de parametros adicionais. Os resultados nao
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observaram dependéncia da malha adotada, embora tenha sido aferido que malhas mais
refinadas aumentem o patamar maximo de carga no qual se alcanga a convergéncia sob os

parametros de tolerancia adotados.

A utilizacao da imersao para o deck das lajes steeldeck obteve sucesso dentro da
limitacao tedrica de aderéncia perfeita. Embora nao seja possivel ignorar o efeito do
descolamento a partir de certo patamar de carregamento, a simulacao realizada reprodu-
ziu adequadamente o comportamento da estrutura antes de sua ocorréncia, bem como

resultados presentes na literatura de simulagoes com a consideragao da aderéncia.

A respeito das exclusdes, houve sucesso na reproducao dos trechos sem nao li-
nearidade fisica nas simulagoes realizadas para lajes bubbledeck e alveolar, atestando o
funcionamento adequado de elementos imersos nao s6 no incremento, mas também no

decremento de rigidez da matriz.

No entanto, foram observadas grandes dificuldades ao associar elementos de exclusao
ao modelo de dano adotado. Com a observacao do padrao de danificagao, notou-se que
o dano surge em pontos de integragao proximos aos vazios e eventualmente se espalha
rapidamente por toda a estrutura, impossibilitando a convergéncia da simulagao. As

estratégias de convergéncia propostas nao foram suficientes para mitigar este problema.

Aplicando as estratégias propostas, a aplicacao conjunta de elementos de exclusao
com o modelo de dano selecionado nao se mostrou efetiva para reproduzir o comportamento
nao linear de ensaios de lajes bubbledeck e alveolar, apontando para a possibilidade de
que as duas técnicas sdo incompativeis. Ademais, esta questao merece investigagbes mais

aprofundadas.

6.1 Perspectivas para futuros trabalhos

Partindo do que foi desenvolvido, sao propostos para desenvolvimentos futuros:

o modelar o deck das lajes steeldeck de forma desvinculada aos nés da matriz, de modo

que possa ser introduzida uma teoria de escorregamento entre as interfaces;

o revisar a discretizacao dos elementos que representam os vazios, realizando uma
analise paramétrica adicional na associacao do dano a problemas com exclusoes,

visto que na presente pesquisa a discretizacao dos elementos de exclusao foi fixa;

« associar a formulagao outras teorias de dano continuo, comparando com a performance
da teoria adotada no presente trabalho, em especial em relagdo a sua compatibilidade

com elementos de exclusao;

o aplicar a formulagao a outros tipos de estrutura, como lajes nervuradas e vigas

sanduiche.
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